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Введение 

Актуальность работы. Основные эксплуатационные свойства элементов 

конструкций – износостойкость, прочность и сопротивление усталости – суще-

ственно зависят от состояния поверхностного слоя. Исчерпание запаса наработки 

на отказ детали и её разрушение начинается, как правило, с поверхностного слоя. 

Поэтому при изготовлении деталей в процессе их механической обработки или 

специальных упрочняющих технологий в поверхностном слое наводятся сжима-

ющие остаточные напряжения (ОН), которые препятствуют выходу на поверх-

ность различного рода дислокаций и вакансий. 

В процессе эксплуатации изделия энергетического и транспортного машино-

строения, авиастроения подвергаются сильному механическому, тепловому и 

другим воздействиям, сопровождающимся появлением реологических деформа-

ций. Это приводит к перераспределению полей ОН, их релаксации и снижению 

эффективности упрочнения. Поэтому естественным образом возникает актуаль-

ность разработки методов решения краевых задач оценки кинетики остаточных 

напряжений в поверхностно упрочнённых элементах конструкций при ползучести 

с начальным напряжённо-деформированным состоянием (НДС). 

В настоящее время большинство методик определения ОН в поверхностном 

слое носит преимущественно экспериментальный характер. На практике опытным 

путём обычно удаётся получить лишь одну или две компоненты тензора ОН, а 

компоненты тензора остаточных пластических деформаций определить невоз-

можно. Однако без полной картины НДС после процедуры упрочнения невоз-

можно решать краевые задачи при последующем температурно-силовом нагруже-

нии в условиях ползучести. 

Существующие теоретические модели восстановления полной картины НДС 

после процедуры упрочнения и релаксации остаточных напряжений вследствие 

ползучести разработаны в основном для сплошных цилиндрических образцов и 
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справедливы лишь для режимов так называемого изотропного поверхностного 

упрочнения (гидро- и пневмодробеструйная обработка, азотирование, термопла-

стическое упрочнение и некоторые другие технологии). Однако имеется ряд 

упрочняющих технологий (обкатка роликом, алмазное выглаживание, дорнование 

и др.), которые приводят к существенной анизотропии распределения остаточных 

пластических деформаций. Методики оценки остаточного НДС после такого рода 

процедур упрочнения в настоящее время находятся в стадии становления. Оче-

видно, требуется обобщение и развитие существующих подходов на другие кон-

струкции, в частности, на полые цилиндрические образцы. Требуют своего разви-

тия методы решения краевых задач расчёта кинетики остаточных напряжений и 

деформаций при температурном и температурно-силовом нагружениях в услови-

ях реологического деформирования, а также разработка экспериментальных под-

ходов решения этой проблемы. 

Всё вышеизложенное и определяет актуальность тематики диссертационной 

работы. 

Целью диссертационной работы является разработка новых и совершен-

ствование существующих методов решения краевых задач механики анизотропно 

упрочнённых цилиндрических конструкций в условиях ползучести, теоретическое 

и экспериментальное исследование влияния температурно-силового нагружения 

на релаксацию остаточных напряжений. 

Научная новизна работы заключается в следующем: 

1) разработан феноменологический метод расчёта полей остаточных напря-

жений и пластических деформаций в полом цилиндрическом образце по-

сле процедуры упрочнения, позволяющий, в отличие от существующих 

методов, учитывать анизотропию поверхностного пластического упроч-

нения, и выполнена его экспериментальная проверка для широкого спек-

тра технологий и режимов упрочнения, материалов и геометрических па-

раметров образцов; 
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2) предложены новые методики идентификации параметров модели для 

оценки напряжённо-деформированного состояния в упрочнённом слое 

цилиндрического образца и коэффициента анизотропии упрочнения на 

основе частично известной экспериментальной информации; 

3) выполнен анализ влияния параметра анизотропии упрочнения на распре-

деление полей остаточных напряжений в полом и сплошном цилиндрах 

после процедуры упрочнения; установлено существенное расслоение 

эпюр окружной и осевой компонент тензора напряжений в зависимости 

от параметра анизотропии, в отличие от случая, соответствующего про-

цедуре изотропного упрочнения, где они практически совпадают; 

4) разработан прямой метод решения краевой задачи о ползучести упроч-

нённого полого цилиндра в условиях ползучести при температурно-

силовом нагружении. Выполнена проверка его адекватности эксперимен-

тальным данным для цилиндрических образцов из сплавов Д16Т и В95 

при 125=T °C в условиях термоэкспозиции (температурная выдержка без 

растягивающих нагрузок); 

5) выполнены теоретические и экспериментальные исследования по влия-

нию растягивающей нагрузки на скорость релаксации остаточных напря-

жений вследствие ползучести в сплошных цилиндрических образцах из 

сплава ЖС6КП при 800=T °C; показано, что скорость релаксации в по-

верхностно упрочнённом слое цилиндрического изделия при действии 

растягивающей нагрузки в условиях ползучести носит «немонотонный» 

характер в зависимости от величины растягивающей нагрузки и её дли-

тельности, в частности, увеличение нагрузки может замедлять скорость 

релаксации остаточных напряжений; установлено соответствие расчёт-

ных и экспериментальных данных для полей остаточных напряжений в 

различные временные сечения для всех режимов нагружения; 
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6) разработано новое математическое и программное обеспечение для чис-

ленной реализации разработанных методов решения краевых задач меха-

ники анизотропно упрочнённых цилиндрических деталей в условиях пол-

зучести. 

Практическая значимость работы в теоретическом плане заключается в 

разработке новых методов решения краевых задач механики упрочнённых цилин-

дрических конструкций с начальным напряжённо-деформированным состоянием 

в условиях ползучести. С прикладной точки зрения разработанные методики, реа-

лизованные в виде программного комплекса, во-первых, позволяют решить ряд 

прикладных задач оценки долговечности и остаточного ресурса упрочнённых ци-

линдрических деталей и элементов конструкций, а, во-вторых, могут быть ис-

пользованы для проведения параметрического анализа влияния условий упрочне-

ния и режимов эксплуатации изделия на процесс релаксации остаточных напря-

жений в условиях ползучести. 

На защиту выносятся: 

1) феноменологический метод расчёта трёхмерных полей остаточных 

напряжений и пластических деформаций в полом цилиндрическом образ-

це после процедуры упрочнения, позволяющий, в отличие от существу-

ющих методов, учитывать анизотропию процесса упрочнения; 

2) прямой численный метод решения краевой задачи о релаксации остаточ-

ных напряжений в полом цилиндрическом образце при ползучести в 

условиях температурно-силового нагружения с учётом анизотропии по-

верхностного пластического упрочнения; 

3) методики идентификации параметров модели для оценки напряжённо-

деформированного состояния в упрочнённом слое цилиндрического об-

разца и коэффициента анизотропии упрочнения на основе частично из-

вестной экспериментальной информации; 
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4) результаты исследования влияния параметра анизотропии упрочнения, 

технологий и режимов упрочнения, материала и геометрических пара-

метров на характер распределения остаточных напряжений в полых и 

сплошных цилиндрических изделиях; 

5) результаты новых теоретических и экспериментальных исследований по 

влиянию температурно-силовых нагрузок на процесс релаксации оста-

точных напряжений в поверхностно упрочнённых сплошных и полых ци-

линдрических изделиях в условиях ползучести; 

6) математическое и программное обеспечение для численной реализации 

разработанных методов решения краевых задач механики анизотропно 

упрочнённых цилиндрических изделий в условиях ползучести. 

Обоснованность выносимых на защиту научных положений, выводов и 

рекомендаций подтверждается адекватностью модельных математических пред-

ставлений реальному физико-механическому поведению материала в упрочнён-

ном слое при силовых нагрузках и высоких температурах; корректностью исполь-

зования математического аппарата, законов механики деформируемого твёрдого 

тела; сравнением численных решений рассматриваемых краевых задач с извест-

ными результатами в частных случаях; апробированностью используемых чис-

ленных и экспериментальных методов исследования НДС; частичной экспери-

ментальной проверкой используемых гипотез и результатов решения задач. 

Структура и объём диссертации. Диссертационная работа состоит из вве-

дения, пяти глав, заключения и списка источников из 169 наименований. Работа 

содержит 180 страниц основного текста, 79 рисунков, 37 таблиц и 4 приложения. 

Апробация работы. Результаты научных исследований опубликованы в 21 

печатной работе и были представлены на конференциях различного уровня: на 

научных молодёжных конференциях по естественнонаучным и техническим дис-

циплинам с международным участием «Научному прогрессу – творчество моло-

дых» (г. Йошкар-Ола, 2009, 2010 гг.), на IV Российской научно-технической кон-
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ференции «Ресурс и диагностика материалов и конструкций» (г. Екатеринбург, 

2009г.), на VI и VII Всероссийских конференциях «Механика микронеоднород-

ных материалов и разрушение» (г. Екатеринбург, 2010, 2012 гг.), на Шестой, 

Седьмой и Девятой Всероссийских конференциях с международным участием 

«Математическое моделирование и краевые задачи» (г. Самара, 2009, 2010, 2013 

гг.), на 4-м и 5-м Международных форумах молодых учёных «Актуальные про-

блемы современной науки» (г. Самара, 2008, 2010 гг.), на международной научно-

технической конференции «Прочность материалов и элементов конструкций» (г. 

Киев, 2010г.), на XVIII Зимней школе по механике сплошных сред (г. Пермь, 

2013г.), на Всероссийской конференции «Актуальные проблемы математики и 

механики», посвящённой 75-летию д.ф.-м.н., профессора Г.И. Быковцева (г. Са-

мара, 2013г.), на III Всероссийской конференции «Деформирование и разрушение 

структурно-неоднородных сред и конструкций» (г. Новосибирск, 2014г.), на VIII 

Всероссийской конференции по механике деформируемого твёрдого тела (г. Че-

боксары, 2014г.), на IV международной конференции «Математическая физика и 

её приложения» (г. Самара, 2014г.), на научных семинарах «Механика и приклад-

ная математика» Самарского государственного технического университета (руко-

водитель профессор В.П. Радченко 2011-2013 гг.). 

Работа выполнялась при финансовой поддержке Российского фонда фун-

даментальных исследований (проект № 13-01-00699), Министерства образования 

и науки (проект № 2.1.1/13944), в рамках базовой части государственного задания 

№ 2014/199 и государственного задания в части проведения научно-

исследовательских работ (№ 1.312.2011). 

Внедрение. Результаты диссертационной работы использованы в учебном 

процессе кафедры «Прикладная математика и информатика» ФГБОУ ВПО 

«СамГТУ» и включены в лекционный материал курсов «Реологические модели», 

«Математические модели механики сплошных сред», «Численные методы реше-

ния краевых задач». 
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Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 21 печат-

ной работе, из них 4 статьи в рецензируемых журналах из перечня ВАК, 5 статей 

в сборниках трудов конференций и 12 тезисов докладов. 

Личный вклад автора. Работы [121–129] выполнены самостоятельно, в ос-

новных работах [46, 110, 116] диссертанту принадлежит совместная постановка 

задачи и разработка методов решения, ему лично принадлежит алгоритмизация, 

реализация методов в виде программного комплекса и анализ результатов. В 

остальных работах [22–24, 29, 98, 99, 107, 109, 114], опубликованных в соавтор-

стве, автору в равной степени принадлежат как постановка задачи, так и результа-

ты выполненных исследований. 
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Глава 1. Аналитический обзор и постановка задачи 

исследования 

В настоящее время к деталям и элементам конструкций машиностроительно-

го, энергетического, авиационного и нефтехимического промышленных комплек-

сов предъявляются высокие требования по надёжности, долговечности и износо-

стойкости. При поиске путей выполнения этих требований следует учитывать 

условия эксплуатации изделий, такие, как температурный режим и силовые 

нагрузки. Повысить износостойкость изделия на фоне этих видов нагружений 

можно за счёт объёмного и поверхностного упрочнения. Объёмное упрочнение 

предполагает использование высокопрочных сплавов и композиционных матери-

алов. Однако для большинства элементов конструкций в процессе эксплуатации 

наиболее сильному тепловому и механическому воздействиям подвергается по-

верхностный слой. Именно с него в большинстве случаев и начинается процесс 

разрушения изделий, а именно, развитие коррозии, микротрещин и других дегра-

дационных механизмов. Следовательно, в большинстве случаев для обеспечения 

надёжности и долговечности конструкций целесообразно применять методы по-

верхностного упрочнения деталей. Здесь важно отметить, что в настоящее время 

конструкторские методы повышения прочности деталей практически исчерпали 

себя, и основная роль в этом вопросе принадлежит технологическим методам. В 

этом плане поверхностное пластическое упрочнение практически не изменяет 

геометрических параметров детали и не приводит к увеличению её материалоём-

кости. 

Один из способов повышения прочности поверхностного слоя – наведение 

сжимающих остаточных напряжений (ОН), которые препятствуют выходу на по-

верхность различного рода дислокаций и вакансий. Реализовать ОН в поверх-

ностном слое можно с помощью термопластического упрочнения (ТПУ) либо с 

помощью проведения процедуры поверхностного пластического деформирования 
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(ППД). Схема формирования ОН в поверхностном слое деталей подробно описана 

в [94] и других научных изданиях. 

В процессе эксплуатации под действием силовых и тепловых нагрузок (дав-

ление, нагрев, воздействие окружающей среды и др.) происходит релаксация 

(уменьшение по модулю) ОН и разупрочнение поверхностного слоя детали на 

фоне её реологического деформирования (появления деформаций ползучести). На 

процесс релаксации в условиях ползучести оказывает влияние ряд факторов, та-

ких, как температурный режим, величина приложенной нагрузки, геометрические 

параметры изделия и физико-механические свойства материала. Задача расчёта 

релаксации ОН при эксплуатации изделия имеет большую практическую значи-

мость, так как по НДС упрочнённой детали можно оценить её остаточный ресурс 

и провести анализ влияния различных факторов на кинетику ОН. 

При моделировании НДС в поверхностном слое изделия, эксплуатируемого 

при силовых и температурных нагрузках, можно выделить следующие самостоя-

тельные задачи: 

1) восстановление начального (исходного) НДС в поверхностном слое после 

процедуры упрочнения по одной или двум экспериментально замеренным 

компонентам тензора ОН; 

2) оценка перераспределения начальных полей ОН и деформаций вслед-

ствие «мгновенного»  нагрева детали и «мгновенного» приложения сило-

вых нагрузок; 

3) решение краевой задачи ползучести для рассматриваемой упрочнённой 

детали и расчёт кинетики ОН в процессе эксплуатации изделия с задан-

ным начальным НДС, определяемым из первой и второй задач. 

Объектом исследования настоящего диссертационного исследования явля-

ются сплошные и полые цилиндрические изделия. Поэтому в дальнейшем изло-

жении проанализируем все три задачи применительно к этим деталям. 
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Решение первой задачи для сплошного цилиндрического образца для некото-

рых технологий упрочнения (пневмо- и гидродробеструйная обработка, обработка 

дробью, ультразвуковая обработка и некоторые другие) приведено в работе [94], 

согласно которому для определения НДС в упрочнённом слое достаточно иметь 

лишь одну экспериментально определённую компоненту тензора остаточных 

напряжений ( )σ = σz z r  или ( )θ θσ = σ r  в стандартной цилиндрической системе 

координат. Основная гипотеза состоит в том, что пластические деформации в 

упрочнённом слое наводятся так же, как на поверхности полупространства, при-

чём выполняется условие ( ) ( )θ = zq r q r , где ( ),= θiq i z  – компоненты тензора 

остаточных пластических деформаций. Эта гипотеза соответствует так называе-

мой процедуре изотропного упрочнения. Однако для ряда технологий упрочнения 

(обкатка роликом, алмазное выглаживание, дорнование и др.) равенство 

( ) ( )θ = zq r q r  нарушается, и здесь требуется модификация разработанного в [94] 

метода. Технологии упрочнения, для которых ( ) ( )θ ≠ zq r q r , в дальнейшем будем 

называть процедурами анизотропного упрочнения поверхности. Кроме этого, за-

дача восстановления НДС не разработана для поверхностно упрочнённых полых 

цилиндрических образцов. 

Результаты решения первой задачи (восстановление НДС после упрочнения) 

являются исходными данными для второй. 

Вторая задача заключается в том, что необходимо оценить перераспределе-

ние начальных полей ОН (после процедуры упрочнения) при «мгновенном» (сту-

пенчатом) приложении температурных и силовых нагрузок. Расчёт полей ОН и 

упругих деформаций вследствие нагрева образца разработан и реализован при ак-

тивном участии автора и впервые описан в [127]. Впервые решена задача о взаим-

ном (одновременном) влиянии силового и температурного нагружений на НДС 

детали. Вызванные этими факторами поля ОН и упругих деформаций определяют 

исходное состояние изделия для решения третьей задачи. 
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Расчёт кинетики ОН на фоне реологического деформирования детали в усло-

виях ползучести имеет первостепенную важность для общего, энергетического, 

аэрокосмического и нефтехимического машиностроения. По НДС элемента кон-

струкции можно судить о её запасе прочности и оценить долговечность и оста-

точный ресурс самой упрочнённой конструкции. Величина ОН характеризует 

также степень прочности поверхностного слоя, поэтому решение третьей задачи 

даёт научно-обоснованную возможность аналитической оценки остаточной нара-

ботки на отказ изделия и вывода параметрического критерия отказа. 

Цель данной работы заключается в совершенствовании существующих и 

разработке новых методов математического моделирования процессов, связанных 

с наведением и релаксацией ОН в поверхностном слое элементов конструкций, а 

также в определении рекомендаций по практическому применению этих методик 

для повышения надёжности и долговечности деталей машиностроительного, 

энергетического, аэрокосмического промышленных комплексов. 

Решение краевых задач механики анизотропно упрочнённых конструкций в 

условиях ползучести требует разработки нового математического и программного 

обеспечения. В связи с вышеизложенным целью диссертационной работы являет-

ся решение следующих основных задач: 

1) решение задачи восстановления полной картины НДС для полых и 

сплошных цилиндрических образцов после процедуры анизотропного по-

верхностного упрочнения по одной или двум экспериментально замерен-

ным компонентам тензора напряжений; 

2) решение краевых задач перераспределения полей ОН и упругих деформа-

ций цилиндрических образцов вследствие нагрева образца и приложения 

силовой нагрузки в условиях ползучести; 

3) выполнение прямых экспериментальных исследований по влиянию тем-

пературно-силовых внешних факторов на релаксацию остаточных напря-

жений в цилиндрических образцах из сплава ЖС6КП при 800T = °C. 
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4) разработка новых вычислительных процедур и программного обеспече-

ния для реализации предлагаемых методик и обеспечения соответствия 

результатов расчётов экспериментальным данным; 

5) проверка соответствия результатов вычислений, полученных на основа-

нии предлагаемых методик, экспериментальным данным; 

6) параметрический анализ влияния различных факторов (условия упрочне-

ния, параметры материала, режимы нагружения и др.) на эффективность 

наведённых в поверхностном слое ОН и на их устойчивость к высокотем-

пературным нагрузкам на фоне реологического деформирования кон-

струкции. 

В связи с этим в настоящем аналитическом обзоре рассматриваются работы, 

посвящённые экспериментальным и теоретическим методам определения ОН в 

цилиндрических элементах конструкций (сплошные цилиндры, толстостенные 

трубы, концентраторы напряжений) после процедуры упрочнения, анализу НДС в 

поверхностном слое детали при нормальных и повышенных температурах, мате-

матическим моделям релаксации ОН в условиях ползучести при силовых и тепло-

вых нагрузках, прогнозированию предела выносливости упрочнённых деталей, а 

также анализу влияния эксплуатационных факторов на показатели надёжности 

конструкций. 

1.1. Остаточные напряжения в поверхностном слое элементов 

конструкций 

Остаточные напряжения (ОН) – это напряжения, которые существуют и 

уравновешиваются в твердом теле после устранения причин, вызвавших их появ-

ление. Другими словами, ОН – это напряжения в свободном от внешних нагрузок 

и воздействий теле. Они реализуются в элементах конструкций в процессе изго-

товления, либо в результате их термопластического или поверхностного пласти-

ческого деформирования. Наиболее полное описание ОН, способов их выявления 
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и определения можно найти в книге Биргера И. А. [9]. И. А. Биргер классифици-

ровал ОН по градиенту их изменения по пространственной координате. 

Напряжения первого рода – макронапряжения, охватывающие области, соиз-

меримые с размерами детали, уравновешивающиеся в её пределах. 

Напряжения второго рода – микронапряжения, уравновешивающиеся в пре-

делах одного кристалла. 

В работах [42, 70, 85, 162] отдельно выделяются напряжения третьего рода – 

субмикроскопические, уравновешивающиеся в пределах расстояний, имеющих 

порядок межатомных расстояний. 

 В настоящей диссертационной работе все задачи ставятся и решаются в рам-

ках механики сплошной среды, поэтому в дальнейшем будут рассматриваться 

только макронапряжения (напряжения первого рода). 

Остаточные напряжения первого рода есть результат неравномерных (не-

уравновешенных) пластических деформаций различных слоёв и объёмов детали. 

По условию равновесия сумма проекций всех сил должна быть равна нулю. По-

этому в детали всегда есть области с положительными (растягивающими) и отри-

цательными (сжимающими) напряжениями. 

Для большинства элементов конструкций наибольшему воздействию эксплу-

атационных факторов (силовые и температурные нагрузки) подвергается поверх-

ностный слой. Именно с него начинается разрушение деталей, а именно, – разви-

тие коррозии и микротрещин, другие деградационные процессы. Поэтому в про-

цессе изготовления (либо при последующей механической обработке) в поверх-

ностном слое элементов конструкций наводят ОН, т.е. упрочняют поверхностный 

слой, препятствуя тем самым выходу на поверхность детали различного рода дис-

локаций. Подробное описание процесса и схема возникновения ОН в поверхност-

ном слое детали приведены в [94]. 

В современном машиностроении применяются различные способы реализа-

ции ОН в поверхностном слое, относящиеся к ТПУ или ППД. Все методы ППД 



 

 

18 

 

можно разделить на два типа: статические и динамические. К первым относятся 

методы, при которых деформирующие элементы инструмента воздействуют на 

поверхность детали по схемам качения, скольжения или внедрения: обкатка роли-

ком, алмазное выглаживание, дорнование. Отличительной чертой статических ме-

тодов поверхностного деформирования является постоянство формы и геометри-

ческих параметров очага деформации в стационарной фазе процесса. Динамиче-

ское поверхностное деформирование предполагает взаимодействие деформиру-

ющего инструмента и упрочняемой поверхности в режиме ударного воздействия: 

гидродробеструйная обработка, чеканка, ультразвуковая обработка. 

И статические, и динамические методы ППД основаны на принципе «рас-

плющивания» поверхностного слоя, в результате чего в нём реализуются сжима-

ющие ОН с неоднородным полем распределения, уравновешиваемые небольшими 

по величине, но распределёнными по всему объёму детали, растягивающими ОН. 

Для выбора оптимального режима поверхностного упрочнения можно, например, 

воспользоваться рекомендациями, изложенными в справочнике [137]. 

ОН в значительной мере влияют на износостойкость и долговечность эле-

ментов конструкций. В литературе большое количество публикаций посвящено 

оценке влияния ОН на прочностные характеристики элементов конструкций, та-

кие как сопротивление усталости и циклическая прочность. В данном пункте дис-

сертационной работы рассматривается только незначительная доля публикаций, 

дающая общее представление о влиянии сжимающих ОН на характеристики дета-

ли. 

ТПУ и реализация ОН в изделиях, эксплуатируемых при высоких темпера-

турных нагрузках (лопатки, диски газотурбинных двигателей и др.), рассматри-

ваются в работах Б. А. Кравченко и его соавторов [50–55]. Они, исследуя влияние 

ОН на сопротивление усталости и циклическую прочность, отмечают положи-

тельный эффект поверхностного упрочнения на характеристики рассматриваемых 

деталей. 



 

 

19 

 

Авторы работ [17, 60] исследовали и сравнивали эффективность наведённых 

сжимающих ОН при кручении и изгибе. В результате оказалось, что при изгибе 

сопротивление усталости выше, чем при кручении. 

Анализ работ [7, 8, 10, 11, 14, 17, 19, 75–81, 131, 133] показывает, что ОН бо-

лее эффективны для деталей с концентраторами напряжений, нежели чем для 

гладких образцов. Около впадин резьб, технологических отверстий, надрезов и 

галтелей предел выносливости при упрочнении увеличивается до четырёх раз, в 

то время как эффективность ОН в поверхностном слое гладких деталей составля-

ет около 30%. В частности, такие способы ППД, как дробеструйная обработка и 

обкатка роликом, при оптимальном выбранных параметрах упрочнения могут 

дать прирост пределу выносливости до 150%. Это объясняется тем, что при по-

верхностном деформировании измельчается исходная структура материала и рас-

тёт плотность дислокаций, повышается предел текучести и изменяется шерохова-

тость. Связано это с высокой концентрацией ОН возле галтелей, надрезов и дру-

гих «неровностей». 

Упрочнение гладких деталей с помощью дробеструйной обработки и обкатки 

роликом тоже может быть эффективно с точки зрения повышения усталостной 

прочности. В частности, эти методы применяют для снятия растягивающих 

напряжений, образовавшихся в поверхностном слое в результате шлифования де-

тали [154]. 

Современные отечественные и зарубежные авторы много внимания уделяют 

исследованию ОН, возникающих при сварке, которая широко используется при 

конструировании трубопроводов в нефтегазовой промышленности. Так, в работе 

[84] представлены материалы исследований остаточных сварочных напряжений в 

сварных трубах большого диаметра при технологическом процессе «лист – тру-

ба». Установлена топография распределения ОН в окружном и продольном 

направлениях по всему периметру и длине трубы. Исследованы пути снижения 

растягивающих ОН в трубе за счёт локальной термомеханической обработки. 
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Эффективность применения ультразвуковых технологий для упрочнения сварных 

швов исследуется в работе [3]. Обзор прикладных методов восстановления оста-

точных сварочных соединений можно найти в статье [160]. 

Итак, растягивающие напряжения снижают прочность деталей, так как по-

вышают напряжённость поверхностного слоя. В свою очередь, сжимающие ОН в 

поверхностном слое повышают циклическую прочность элементов конструкций 

[28, 47, 49, 58, 132, 146, 167]. 

Помимо чисто экспериментального исследования эффективности упрочнения 

многие авторы предпринимали попытки установить количественную связь между 

величиной ОН и пределом выносливости упрочняемой детали. С этой целью 

обычно используется соотношение, принятое для учёта влияния средних напря-

жений цикла на максимально допустимую амплитуду изгиба [75–80]: 

 0
11 − σ−σ = σ − ψ σупр экв

ост , (1.1) 

где 1−σупр  – предел выносливости детали после упрочнения, 0
1−σ  – предел выносли-

вости детали до упрочнения, σψ  – феноменологический коэффициент влияния 

ОН на предел выносливости, σэкв
ост  – эквивалентное остаточное напряжение на по-

верхности детали. 

Если перейти к приращению предела выносливости 1−∆σ , формулу (1.1) 

можно записать так: 

 1−∆σ = ψ σэкв
p ост . (1.2) 

Исследованию влияния ОН на предел выносливости посвящена статья [120], 

в которой для гладких образцов получено значение феноменологического коэф-

фициента влияния 0,15σψ = . 

В работе [118] установлено среднее значение коэффициента 0,175σψ =  для 

цилиндрических образцов диаметра 10 мм с надрезами полукруглого и полуэл-

липтического профилей. 
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Упрочнённые обдувкой дробью образцы из сталей 20ХНМ и 40Х подверга-

лись испытаниям в работе [117]. Было установлено, что в среднем для всех рас-

смотренных случаев 0,14σψ = . 

Для алмазного выглаживания получен широкий диапазон значений коэффи-

циента σψ  от 0 до 0,3. Испытывались гладкие образцы из жаропрочного сплава 

ЭИ437Б [68]. 

В работе [136] сжимающие ОН во впадинах зубьев цементованных шестерён 

варьировались в пределах от 200 до 1600 МПа. Коэффициент влияния 0,182σψ = . 

В статье [130] для определения предела выносливости гладких упрочнённых 

образцов предлагается использовать следующее соотношение: 

 1
1 1

−
−

σ + ψσ
σ =

+ ψ
в

н , (1.3) 

где ψ  – эмпирический коэффициент, 1−σ н  – предел выносливости неупрочнённой 

детали. Авторами исследованы образцы из АК4-1 и ВД17, в результате определе-

но, что 0,25ψ = . Формула (1.3) получена на основании предположения о равен-

стве суммы внутренних и рабочих напряжений пределу прочности образца. Это 

предположение позволяет определить ОН без замеров. 

Для того, чтобы учесть величину ОН не только на поверхности детали, но 

полную эпюру распределения по глубине слоя, Павлов В. Ф. с соавторами в рабо-

те [80] предложили для оценки величины σэкв
ост  в формуле (1.2) следующее соот-

ношение: 

 
( )1

2
0

2
,

1

σ ξ
σ = σ = ξ

π − ξ∫
zэкв

остост d  (1.4) 

где ( )σ ξz  – осевая компонента тензора ОН в наименьшем сечении детали с кон-

центратором; ξ =
кр

y

t
 – расстояние от дна надреза до текущего слоя, выраженное в 
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долях крt . Через крt  обозначена предельная глубина нераспространяющейся уста-

лостной трещины, возникающей при работе детали на пределе выносливости.  

В работе [46], одним из соавторов которой является автор настоящей диссер-

тации, критерий (1.4) был успешно использован для прогнозирования предела 

выносливости упрочнённых образцов с концентраторами напряжений при повы-

шенной температуре на примере стали ЭИ961, а также сплавов В95 и Д16Т. 

Следует отметить, что до работ В. Ф. Павлова [75–83] в большинстве работ 

величина σэкв
ост  принималась равной одной из компонент тензора ОН на поверх-

ности образца. Как правило, для цилиндрических образцов она отождествлялась с 

осевыми напряжениями. 

Итак, множество экспериментальных и аналитических исследований под-

тверждают положительное влияние сжимающих ОН на прочностные характери-

стики элементов конструкций. В рассмотренных работах проведены эксперимен-

ты для гладких деталей и изделий с концентраторами напряжений, изготовленных 

из различных материалов. Проанализировано влияние внутренних напряжений на 

сопротивление усталости при различных режимах нагружения (кручение, изгиб). 

Предложены аналитические формулы для оценки эффективности упрочнения. 

Полученные результаты позволяют сделать вывод о том, что теоретико-

экспериментальное определение ОН в деталях может значительно сэкономить ма-

териально-трудовые и временные ресурсы при расчётах на прочность. 

Вышеизложенное позволяет определить задачу оценки НДС изделия после 

упрочнения как исключительно важную и требующую тщательного исследования. 

1.2. Методы восстановления напряжённо-деформированного состояния в 

поверхностном слое упрочнённой детали 

Восстановление НДС предполагает оценку распределения в объёме детали 

ОН и полных деформаций. Так как автор настоящей диссертационной работы ста-
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вит перед собой в качестве одной из задач разработку новых методик расчёта ОН 

и пластических деформаций после процедуры упрочнения, данный пункт посвя-

щается классификации существующих методов оценки НДС детали. 

Все методы восстановления НДС в поверхностном слое можно разделить на 

две группы: экспериментальные и аналитические. Стоит сразу отметить, что в 

данном контексте термин «экспериментальный» носит условный характер, так как 

измерить непосредственно внутренние напряжения нельзя. На практике же, 

например, в методах колец и полос [32], высверливании отверстий, для экспери-

ментального определения доступны только некоторые интегральные перемеще-

ния. Значения напряжений уже рассчитываются на основании теории упругости и 

конструктивных особенностей рассматриваемого изделия. Поэтому в дальнейшем 

для удобства и краткости условимся использовать термин «экспериментальные» 

для обозначения феноменологических расчётно-экспериментальных методов вос-

становления НДС. 

Экспериментальные методы делятся на 2 вида: физические и механические. 

К физическим относятся такие методы, как рентгеновские, радиополяризаци-

онные, голографические, физико-химические, ультразвуковые, фотоупругих по-

крытий, акустические, оптические и некоторые другие. 

Наиболее чувствительными являются рентгеновские методы, позволяющие 

определить собственные напряжения всех трёх видов. Теоретическую возмож-

ность применения рентгеновского метода установил Г. И. Аксёнов в 1929 году 

[2]. Своё развитие эти методы получили, например, в работах [31, 66, 140]. Сего-

дня рентгеновские методы используются для проведения неразрушающего кон-

троля элементов конструкций промышленных комплексов, например трубопрово-

дов нефтегазодобывающих предприятий. Теоретические основы и способы опти-

мизации применения этих методов активно развиваются в зарубежных публика-

циях [145, 151–161, 166]. Принцип рентгеновских методов заключается в том, что 

деформации кристаллической решётки материала приводят к изменениям интер-
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ференционной картины. Развитию этих методов способствовала возможность из-

мерить нормальные компоненты тензора упругих деформаций на малых участках 

в произвольном направлении эллипсоида деформации, не разрушая изделия [140]. 

Однако на значительной глубине с помощью рентгена невозможно определить 

ОН без разрушения детали. Кроме того, этот физический метод даёт осреднённые 

значения собственных напряжений и неприменим для определения НДС в кон-

центраторах, угол раскрытия которых менее 120°. 

Итак, основное достоинство физических методов заключается в том, что они 

могут применяться для контроля НДС у поверхности изделия без остановки тех-

нологического процесса, поскольку являются неразрушающими. Однако для ре-

шения прикладных задач требуется знать распределение ОН по объёму детали. 

Кроме того, физические методы чувствительны к структурной неоднородности 

материала детали. Поэтому они лишь частично применимы для решения задач 

механики упрочнённых конструкций. 

Механические методы  подразделяются на экспериментальные разрушаю-

щие, экспериментальные неразрушающие, расчётно-экспериментальные и рас-

чётные. 

Теория ОН и способы их определения получили развитие в работах отече-

ственных учёных: Биргер И. А., Давиденков Н. Н., Иванов С. И., Кравченко Б. А., 

Кудрявцев И. В., Папшев Д. Д., Павлов В. Ф., Степнов М. Н., Туровский М.Л.; и 

зарубежных авторов: Алмен И., Бюлер Г., Дои О., Тум А. и другие. Большинство 

работ посвящено «гладким» образцам. Анализ таких исследований можно найти 

во многих диссертациях [15, 17, 25, 34, 45, 138, 139] и обзорных статьях [10, 11 и 

других]. Большой вклад в развитие методов определения ОН элементов конструк-

ций с «гладкой» поверхностью, а также с концентраторами напряжений внесли С. 

И. Иванов и его ученики [32, 34, 35, 36, 38, 40]. 

Разрушение деталей обычно начинается с концентраторов напряжений, кото-

рые становятся очагами развития коррозии и усталостных трещин. Поэтому с 
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практической точки зрения особый интерес представляют работы, посвящённые 

методам определения ОН в деталях сложной формы (изделия с надрезами, галте-

ли, впадины шестерён и шлиц). 

В работе [26] исследуются образцы, вырезанные из детали в галтельных пе-

реходах. ОН определяли, измеряя перемещения при послойном снятии материала 

с криволинейной поверхности образцов. При этом принималось допущение об 

одноосном НДС, а дополнительные напряжения за счёт вырезки полосок из дета-

ли не учитывались. Следует отметить, что такой метод применим только для кон-

центраторов напряжений больших размеров. Кроме того, он позволяет определить 

только часть компонент тензора ОН. 

Аналогичный метод был применён авторами статей [135, 136] для восстанов-

ления полей ОН во впадинах зубьев шестерён из цементованной стали. Со впади-

ны снимался образец с поверхностью, равноудалённой от поверхности впадины. 

Вырезка выполнялась электрохимическим способом с помощью фигурного элек-

трода. В качестве допущений впадина зубьев шестерён моделировалась дугой 

окружности, а распределение ОН по поверхности впадины предполагалось рав-

номерным. Необоснованное применение теории изгиба для определения дополни-

тельных напряжений от вырезки образца привело к противоречаще малой тол-

щине упрочнённого слоя при значительной концентрации ОН. 

В работе [118] рассматривалась деталь в виде цилиндра. Для определения ОН 

на дне кругового надреза использовался метод колец и полосок, который широко 

применяется для исследования упрочнённых цилиндров. Дополнительные напря-

жения, возникающие при вырезании полосок и колец из детали, не учитывались. 

Применение теории изгиба брусьев, которое имело место для связывания ОН по-

лоски и её прогибами, недопустимо, поскольку размер поперечного сечения пре-

вышает длину участка, на котором были приложены эквивалентные удалению 

слоёв нагрузки. 
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Монография [133] содержит описание экспериментов по определению ОН во 

впадинах ёлочного замка лопатки турбины. На основании теории изгиба брусьев 

определялась осевая компонента тензора ОН. Окружные напряжения не учитыва-

лись, несмотря на то, что от них в большей мере зависит усталостная прочность 

замка. Вопреки работам [32, 34], в которых показано, что влияние окружных 

напряжений на прогибы образца при срезе слоёв значительно, принято допущение 

о возможности пренебрежения окружной компонентой тензора ОН. 

В работах [17, 39] при исследовании внутренних напряжений во впадинах 

шлиц авторы ограничивались определением только окружной компоненты тензо-

ра ОН, что объясняется «параллельностью» усталостных трещин оси детали. 

В последние годы для решения задачи связывания ОН и перемещений (де-

формаций) при срезании слоёв деталей с концентраторами напряжений широко 

используют метод конечных элементов (МКЭ). Это, в частности, связано с тем, 

что при выраженной локализации ОН метод представления деформации с помо-

щью чистого изгиба и растяжения-сжатия может привести к большой погрешно-

сти [150]. Так, в работе [50] МКЭ применяется для определения ОН в пазах дис-

ков турбины. Наблюдается хорошее соответствие результатам расчёта по теории 

изгиба брусьев. Однако авторы определяли напряжения лишь в цилиндрической 

части впадины паза, не рассматривая криволинейную часть, которая является 

наиболее опасной областью паза диска. 

Итак, на основании приведённого аналитического обзора экспериментально-

расчётных методов определения ОН можно сделать вывод о хорошей проработке 

физических и механических методов. Однако, ввиду доступности для определе-

ния этими методами только одной или, в некоторых случаях, двух компонент тен-

зора ОН, становится очевидной необходимость в научно-обоснованных матема-

тических моделях процессов реализации ОН и восстановления полной картины 

НДС, включающей в себя помимо тензора собственных напряжений ещё и три 
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компоненты тензора полных деформаций с учётом упругих и пластических со-

ставляющих. 

Верн (H. Wern) в ряде своих работ с соавторами [168, 169] рассматривает 

возможность распространения экспериментально-расчётных методов на опреде-

ление трёхосных полей ОН. Однако предлагаемые варианты практически не реа-

лизуемы с технической точки зрения. Кроме того, такой подход приводит к необ-

ходимости решения плохо обусловленных обратных задач [168], что само по себе 

является серьёзной математической проблемой. 

Из вышеизложенного следует, что с помощью разработанных на сегодняш-

ний день чисто экспериментальных методов восстановления ОН получить пол-

ную картину НДС невозможно. 

Помимо  экспериментальных и расчётно-экспериментальных подходов в ра-

ботах отечественных и зарубежных авторов исследуются аналитические методы 

восстановления ОН [4, 12, 13, 50, 55, 64, 83, 142, 143, 154, 155]. 

На основании существующих наработок можно сделать вывод о том, что 

аналитические методы для решения задачи восстановления НДС можно приме-

нять только тогда, когда задача сводится либо к контактной краевой задаче упру-

гопластических тел, либо к задаче термоупругопластичности. Эти методы непри-

менимы для таких способов упрочнения, как гидро- и пневмодробеструйная обра-

ботка, поскольку вторые связаны с многократными столкновениями шариков с 

одной и той же частью поверхности изделия, т.е. процесс формирования упроч-

нённой поверхности носит фактически стохастический характер. 

Аналитические методы для решения термоупругопластической краевой зада-

чи восстановления ОН применялись в работах [61, 148]. В частности, Шульц (B. 

Scholtes) с соавторами [148] рассчитывали внутренние напряжения для цилиндри-

ческих образцов из легированной стали SAE4140 (42CrMo4) на основании физики 

твёрдого тела. Наблюдается хорошее соответствие между расчётными и экспери-

ментальными значениями, полученными рентгеновским методом. 
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В работе [51] исследуются ОН, наведённые в замковой части диска турбины 

ГТД после ТПУ, с целью определения рекомендаций по технологии ТПУ и кон-

тролю качества процесса упрочнения. Наблюдается значительное перераспреде-

ление полей собственных напряжений при снятии слоёв материала с поверхности, 

подготавливаемой к экспериментальному определению ОН. 

Задача восстановления НДС в поверхностном слое концентраторов напряже-

ний после проведения ТПУ рассматривается в работе [52]. Применяется МКЭ для 

оценки ОН, исследуется их влияние на прочностные характеристики изделий, но 

отсутствуют экспериментальные данные, которые могли бы подтвердить резуль-

таты аналитического решения. 

Монография [55] содержит систематизацию построения аналитических ре-

шений задачи восстановления ОН при ТПУ. Следует также отметить, что в про-

граммной системе конечно-элементного анализа ANSYS реализован расчётный 

модуль решения термоупругопластической краевой задачи восстановления НДС 

на поверхности элемента конструкции. 

Гэмбин (W. Gambin) в статье [154] строит математическую модель, описы-

вающую процесс полирования элементов конструкций с помощью роликов. Опи-

сано явление возникновения тонкого слоя материала с пониженными модулями 

пластичности. Обозначено, что степень «размягчённости» металла зависит от 

температуры контактного слоя, скорости процесса упрочнения и количества цик-

лов обработки.  Отмечено развитие микротрещин, связанное с  тем, что слои ме-

талла с уменьшенными пластическими модулями движутся относительно ролика 

в различные стороны. Предлагается строить поля линий скольжения со снижен-

ным вблизи поверхности пределом текучести, учитывая тем самым эффект раз-

мягчения материала. На основании предложенного решения определены предель-

ные значения силовых нагрузок, при которых это явление не наблюдается. 

В статье того же автора [155] процесс обкатки роликом моделируется в виде 

классической задачи о качении жёсткого цилиндра по деформируемому простран-
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ству. Рассматриваются варианты приложения больших нагрузок, исследуется воз-

никающая в этом случае перед катящимся роликом пластическая волна. При 

нагружении полупространство принимается жёстко-идеальнопластическим, при 

разгрузке – упругим. Результаты, полученные с помощью предложенных анали-

тических формул, сравнивают с расчётами других исследователей, полученными 

при меньших нагрузках. Стоит отметить некоторое завышение расчётных ОН, 

связанное с неучётом упругих деформаций. 

В статье [64] Р. Р. Мавлютовым и его соавторами предложены методики вос-

становления НДС образцов в виде пластин с технологическими концентраторами 

напряжений. 

Следует отметить несколько работ, в которых для расчёта поля ОН применя-

ется теорема об упругой разгрузке Г. Генки (H. Hencky) [156]. Так, в статье [4] на 

основе этой теории предложен метод восстановления НДС в изделиях сложной 

формы на примере цилиндрической детали с круговым концентратором напряже-

ний. В работе А. А. Шапарина [144] исследуется обкатывание цилиндрической 

детали. По той же теореме о разгрузке после каждого цикла нагружения опреде-

ляются ОН. По причине стационарности очага деформации после упрочнения из-

делие представимо в виде набора фрагментов с неизменными эпюрами ОН и пла-

стических деформаций. Эпюра ОН в детали принималась такой же, как эпюра на 

задней границе очага пластических деформаций при единичном воздействии 

упрочняющего инструмента на осевое сечение образца. Приводится сравнение 

расчётных значений с экспериментальными данными. 

Однако теорема об упругой разгрузке применима для расчёта ОН лишь при 

силовом и температурном нагружениях, когда имеют место единичные акты 

упрочнения. В случаях же упрочнения гидродробеструйной обработкой, продув-

кой дробью и другими аналогичными способами, определить НДС на основе этой 

теории практически невозможно. В статьях [12, 119] авторы пытаются применить 

теорему о разгрузке при исследовании ОН после виброупрочнения и дробеструй-
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ной обработки. В частности, в работе [12] этим способом удаётся определить поля 

ОН только после единичных ударов шарика о поверхность упрочняемой детали. В 

связи с многократным стохастическим попаданием дроби в одну и ту же точку 

использование чисто аналитических способов восстановления НДС для подобных 

случаев крайне затруднено. 

Обзор литературных источников и исследований показывает, что аналитиче-

ские методы восстановления ОН имеют ряд недостатков и ограничений, связан-

ных с погрешностью при введение допущений, решением краевых задач, случай-

ным распределением механических свойств металла и окружающей среды и мно-

гих других причин. 

В силу вышеизложенного можно сделать вывод о том, что феноменологиче-

ские методы более предпочтительны, чем аналитические, так как они основыва-

ются на частично известной информации об эпюрах ОН, которая может быть 

принята как реперная точка при разработке методов восстановления НДС в по-

верхности детали после процедуры упрочнения. 

Феноменологический метод восстановления полной картины НДС в поверх-

ностном слое цилиндрических деталей с «гладкой» поверхностью и с концентра-

торами напряжений по частично известной экспериментальной информации об 

эпюрах ОН был предложен, научно обоснован и разработан в цикле работ В. П. 

Радченко и М. Н. Саушкина  [93, 94, 105, 110]. В качестве исходной информации 

выступают одна или в некоторых случаях две экспериментально определённые 

компоненты тензора ОН. При этом вводится гипотеза о плоских сечениях, допу-

щение об отсутствии вторичных пластических деформаций в области сжатия и 

предположение о том, что касательные компоненты тензора ОН отсутствуют либо 

малы по сравнению с нормальными, и ими можно пренебречь. Кроме того, было 

введено предположение о том, что пластические деформации наводятся так же, 

как на плоскости полупространства, то есть рассматривался режим изотропного 

упрочнения. В работах, развивающих подходы указанных исследователей, в том 
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числе при участии автора настоящей диссертационной работы [107], предлагае-

мые методы распространены на случай анизотропного упрочнения. 

Поскольку указанные работы В. П. Радченко и М. Н. Саушкина являются ос-

новополагающими для дальнейших исследований в настоящей диссертационной 

работе, кратко изложим их суть применительно к гладкому цилиндрическому об-

разцу. 

Задача решается на основании уравнения равновесия и условия совместности 

деформаций. Вводится гипотеза о том, что недиагональные компоненты тензоров 

ОН и деформаций малы по сравнению с нормальными, и ими можно пренебречь. 

Предполагается также, что вторичные пластические деформации в области сжа-

тия не возникают. 

Вводится стандартная цилиндрическая система координат r , θ , z. Через 

θσres, σres
r  и σres

z  обозначаются окружное, радиальное и осевое ОН, а через θq , rq  

и zq  – соответствующие компоненты тензора остаточных пластических деформа-

ций. Основополагающей гипотезой в описываемом методе является связь между 

компонентами пластической деформации вида ( ) ( )θ= αzq r q r , где α  – феноме-

нологический коэффициент анизотропии упрочнения ( 1α =  соответствует изо-

тропному упрочнению (обработка поверхности микрошариками, ТПУ, ультразву-

ковое упрочнение), 1α ≠  – анизотропному упрочнению (обкатка роликом, алмаз-

ное выглаживание и другие)). Поэтому, если экспериментально известно распре-

деление θσres и α , то остальные нормальные компоненты тензоров напряжений и 

пластических деформаций с учётом пластической несжимаемости материала 

определяются через эти величины по следующим формулам [107]: 

 ( ) ( )1
θσ = − σ∫

a
res res
r

r

r x dx
r

; (1.5) 
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( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 1
1 1

2
0

1 1 2
1

1
1

1 ;
1

r
res res
r

res res
r

q r r x x x dx
E

r r
E

+α +α−αµ−
+αµ +αµ

θ θ

θ

+ µ − µ
 = σ + + α σ − + αµ

+ µ  − − µ σ − µσ + αµ

∫
 (1.6) 

 θ= αzq q ;   (1.7) 

 ( )1θ= − + αrq q ;   (1.8) 

 ( ) ( ) ( )0
2

0

2
a

res res
z z rr q r r r dr

Ea θ
µ  ε = − σ + σ   ∫ ;   (1.9) 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0res res res
z z rr E q r r rθσ = ε − + µ σ + σ ,   (1.10) 

где a  – радиус цилиндра, µ  – коэффициент Пуассона, E  – модуль Юнга, ε  – 

полная деформация, α  – феноменологический параметр анизотропии упрочнения. 

Таким образом, схема расчёта полей остаточных напряжений и пластических 

деформаций в сплошном цилиндре после упрочнения его поверхности имеет сле-

дующий вид: 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )

1.7,1.81.5 1.6 1.9

1.9 1.100

( ),

.
θ θσ →σ → → →

→ε →σ

res res
r z r

res
z z

r r q r q r q r

r
 (1.11) 

Номера над стрелками означают формулы, по которым рассчитывается соот-

ветствующая величина. Из схемы (1.11) следует, что в конечном итоге компонен-

ты σres
r , σres

z , θq , rq  и zq  определяются через θσres и параметр α . 

Но величина α  (феноменологический параметр) á priori определена быть не 

может. Для расчёта напряжённо-деформированного состояния в поверхностном 

слое анизотропно упрочнённой детали необходимо знать экспериментальные 

эпюры ( )θ θσ = σ r  и ( )σ = σz z r . Тогда параметр анизотропии определяется с по-

мощью вариации значения α  и повторения схемы расчёта (1.11) до достижения 

минимума отклонения расчётных значений окружной и осевой эпюр тензора ОН 

от экспериментальных. 
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Следует отметить, что систематических исследований влияния параметров 

технологического процесса на величину α  не имеется, и это является одной из 

задач настоящего диссертационного исследования. 

Ввиду того, что экспериментальные данные носят дискретный характер и как 

правило определяются только в области сжатия, для применения математического 

аппарата интегрирования в схеме (1.11) предлагается аналитическая зависимость 

для аппроксимации эпюры ОН вида 

 ( ) ( )2

0 1 2
expθ

 −
 σ = σ − σ −
 
 

res a r
r

b
, (1.12) 

где 0σ , 1σ  и b – параметры аппроксимации, подлежащие определению. Следует 

отметить, что согласно [94] зависимость (1.12) удовлетворяет условию самоурав-

новешенности эпюры окружных ОН: 

 ( )
0

0θσ =∫
a

res r dr . (1.13) 

 Аппроксимация вида (1.12) соответствует случаю, когда максимум (по мо-

дулю) окружной компоненты ОН находится на поверхности образца, т.е. эпюра 

схематически имеет вид, представленный на рисунке 1.1. 

res
θσ

0
ha0h

*σ

 

Рис. 1.1. Схематический график экспериментальной зависимости ( )θ θσ = σres res h  в сплошном 

цилиндре при максимуме (по модулю) эпюры на поверхности образца 
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Здесь = −h a r  – глубина упрочнённого слоя, *σ  – экспериментальное значе-

ние θσres при =r a  (на поверхности образца), 0h  – глубина слоя, при которой зна-

чение ( )0 0θσ =res h . 

Однако характер экспериментальной зависимости для величины 

( )θ θσ = σres res r  не всегда имеет вид, представленный на рисунке 1.1. Так, в работе 

[5] для аппроксимации экспериментальных значений окружной компоненты ОН 

используется аналитическая формула вида 

 ( ) ( )2*

0 1 2
expθ

 − − σ = σ − σ − 
 
 

res
a h r

r
b

 , (1.14) 

где *h  – расстояние от поверхности цилиндра, на котором располагается экстре-

мум (локальный минимум) эпюры. Такая зависимость позволяет описывать слу-

чаи, когда максимум (по модулю) окружной компоненты ОН находится на неко-

торой глубине от поверхности, а эпюра схематически имеет вид, представленный 

на рисунке 1.2. Очевидно, что (1.12) является частным случаем (1.14) при * 0=h . 

res
θσ

0
* 0h >

h0h

*σ

a

 

Рис. 1.2. Схематический график экспериментальной зависимости ( )θ θσ = σres res h  в сплошном 

цилиндре при максимуме (по модулю) эпюры на некоторой глубине ( * 0>h ) 
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В работе [5] приводится подробная схема определения параметров аппрок-

симации (1.14), основанная на использовании (1.13) и характерных точек графика 

0h , *h . Основные её соотношения имеют вид: 

 
* * *

0

2

exp erf erf
2

−
− = −
        − π  −      
          

R

b b

h h b h h

b R
; (1.15) 

 1 2*
0

*

exp 1

σσ =
  − − − 
   

h h

b

; (1.16) 

 *
0 1σ = σ + σ . (1.17) 

Схема идентификации параметров аппроксимации принимает вид: 

 
(1.15) (1.16) (1.17)* *

0 1 0, , ,σ → →σ →σa h h b , (1.18) 

где числа над стрелками указывают на номер соответствующей формулы. 

Следует отметить, что алгоритмизация и соответственно программный ком-

плекс для процесса восстановления напряжённо-деформированного состояния в 

гладком упрочнённом цилиндрическом образце на основании исходной информа-

ции в виде аппроксимаций (1.12) и (1.14) в настоящее время отсутствуют, так же 

как отсутствуют и детальные исследования влияния различных технологических 

факторов на НДС в упрочнённом слое. Поэтому формулы (1.5)–(1.17) в настоящей 

работе были использованы для реализации модуля восстановления НДС для 

сплошных цилиндров в программном комплексе, подробное описание которого 

приведено в главе 5. Результаты многочисленных расчётов, рассчитанных по схе-

ме (1.11) с использованием аппроксимации (1.14), и их сравнение с эксперимен-

тальными данными приведены ниже в п. 2.3. 

Описанный феноменологический подход привлекателен тем, что он позволя-

ет восстановить полную картину НДС, включая все компоненты тензора ОН и 

полных деформаций с учётом упругих и пластических составляющих. Этой ин-
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формации достаточно для решения краевых задач о релаксации ОН на фоне рео-

логического деформирования изделий в условиях ползучести, которые имеют 

большое практическое значение в общем, энергетическом, нефтехимическом и 

аэрокосмическом машиностроении. 

Анализ вышеприведённых и других работ показывает, что на сегодняшний 

день методы определения НДС в упрочнённых цилиндрических деталях хорошо 

исследованы для образцов с гладкой поверхностью. 

Рассмотрим теперь вопросы восстановления напряжённо-деформированного 

состояния в цилиндрических образцах с мелкими концентраторами (полукруглые 

надрезы, V-образные выточки и т.д.), упрочнить поверхность которых традици-

онными методами (обработка микрошариками, гидродробеструйная обработка и 

т.д.) не представляется возможным. В данном случае используют технологию 

опережающего поверхностного пластического деформирования, при которой сна-

чала осуществляется поверхностное упрочнение гладкой детали, а затем наносят-

ся механическим способом концентраторы той или иной геометрии (другими сло-

вами, удаляется часть упрочнённого материала). С математической точки зрения 

возникает задача оценки НДС в цилиндрическом изделии с концентраторами по 

первоначальным остаточным деформациям, рассчитанных для гладкого образца, 

т.е. фактически решается задача о перераспределении напряжений в изделии с 

концентратором в связи с удалением части объёма материала [16, 18, 79, 82, 97, 

100, 111–113]. Следует отметить, что напряжённое состояние в наименьшем сече-

нии образца (во впадине концентратора) является исходным, например, для оцен-

ки сопротивления усталости детали в условиях многоциклового нагружения [79, 

82]. Основной проблемой при таком подходе является корректное определение 

начальных остаточных пластических деформаций в гладком образце после проце-

дуры упрочнения. Так, в работах [16, 18, 82, 100] использовалось упрощающее 

предположение о том, что остаточные пластические деформации по толщине слоя 

обладают свойством однородности (имеют одно и то же значение). Однако такой 
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подход противоречит реальному состоянию в упрочнённом слое и не позволяет в 

полном объёме определить компоненты тензоров напряжений и деформаций по 

объёму цилиндрического образца с концентраторами. Точное решение задачи 

приведено в работах В. П. Радченко, М. Н. Саушкина, А. Ю. Курова [97, 111–113], 

которые базируются на описанной выше схеме (1.11). Схема решения следующая. 

Сначала упрочняется гладкий цилиндрический образец и по схеме (1.11) опреде-

ляются остаточные (начальные) пластические деформации. Затем удаляется часть 

материала образца под концентраторы напряжений, при этом происходит пере-

распределение полей напряжений вследствие нарушения уравнений совместности 

деформаций. В указанных работах начальные деформации моделируются темпе-

ратурными деформациями, и численно методом конечных элементов решается за-

дача фиктивной термоупругости относительно неизвестных остаточных напряже-

ний. В итоге авторы [97, 111–113] получают полную картину напряжённо-

деформированного состояния в области концентратора. 

Следует отметить и аналитический метод определения закона распределения 

остаточных напряжений в полуэллиптическом концентраторе тонкой пластинки, 

разработанный в работе [41] и широко использовавшийся в прикладных исследо-

ваниях [18, 79, 82]. Здесь задача решается средствами теории функции комплекс-

ного переменного. 

Однако в процессе эксплуатации элементов конструкций в условиях темпе-

ратурных и силовых нагрузок происходит процесс релаксации (уменьшение по 

модулю) ОН на фоне реологического деформирования детали. Ввиду значитель-

ного влияния внутренних напряжений на прочностные характеристики изделий 

(см. п. 1.1), становится актуальной задача расчёта кинетики ОН напряжений в 

условиях ползучести, решение которой необходимо для оценки остаточного ре-

сурса детали. 
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1.3. Кинетика полей остаточных напряжений в упрочнённых деталях  

в условиях ползучести 

В работах, проанализированных в п. 1.1 настоящей работы, отмечается по-

ложительное влияние ОН, наведённых в элементах конструкций при нормальных 

температурных условиях. В дополнение к этим исследованиям, в работах [30, 49, 

59, 71, 73, 141] отмечается положительный эффект от упрочнения для деталей, 

эксплуатируемых при повышенных температурах. Так, в статье [49] установлено, 

что «обстрел» микрошариками лопаток турбины из ЖС6КП увеличивает предел 

выносливости при температуре 800°C с 328 до 368 МПа, а в работе [59] отмечает-

ся повышение предела выносливости на 20% при исследовании упрочнённых с 

помощью ППД хвостовиков лопаток турбины из жаропрочного сплава ЖС6У. 

В процессе эксплуатации изделия при нормальной температуре поля ОН дли-

тельное время сохраняют начальное распределение [56]. Однако при повышенной 

температуре происходит перераспределение полей ОН, причём интенсивность 

этого процесса растёт вместе с температурой. Так, в работе [67], в которой иссле-

дуются образцы из стали 2Х13 при температуре 430°C, наблюдается уменьшение 

ОН по модулю на 78% за 20 часов термоэкспозиции. 

В поверхностном слое упрочнённых с помощью «обстрела» микрошариками 

образцов из сплава ЖС6Ф реализуются ОН, модуль значения которых достигает 

1100 МПа [54]. Однако через 2 часа термоэкспозиции при температуре 950 °C, это 

значение снижается до 750 МПа. Через 50 часов наблюдается почти полная релак-

сация ОН. В аналогично упрочнённых цилиндрах из ЖС6КП после выдержки при 

температуре 650°C наблюдается снижение модуля сжимающих ОН с 1000 МПа до 

410 МПа, а при 800°C ОН релаксируют на 85%. Подобные результаты описаны в 

работах [49]. 

В работе [88] выполнены экспериментальные исследования релаксации оста-

точных напряжений в упрочнённых полых цилиндрических образцах из сплавов 

В95 и Д16Т при температуре 125°C в условиях термоэкспозиции. Показано, что в 
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образцах из сплава В95 остаточные напряжения релаксируют достаточно слабо, в 

то время как в образцах из сплава Д16Т практически за время испытаний остаточ-

ные напряжения полностью релаксировали. 

В работе [89] выполнено исследование влияния термоэкспозиции на релакса-

цию остаточных напряжений плоских образцов из сплава ЭП742 при T=650°C в 

течение 100 и 500 часов для четырёх режимов ультразвукового упрочнения. Уста-

новлено, что за это время вследствие ползучести под действием самоуравнове-

шенных остаточных напряжений произошла существенная релаксация напряже-

ний в области сжатия, до 20-30%. 

В связи с тем, что большинство изделий общего и авиационного промыш-

ленного комплексов подвергаются значительным температурным нагрузкам, а их 

прочностные характеристики зависят от полей наведённых ОН, задача оценки ки-

нетики ОН при высоких температурах является актуальной. Эксперименты, по-

свящённые оценке влияния рабочих нагрузок и температур на перераспределение 

полей ОН, можно найти в работах [20, 27, 55, 56, 57, 67, 157]. 

Деформации, развивающиеся в условиях эксплуатации деталей при силовых 

и температурных нагрузках, можно описать деформациями ползучести. Поэтому, 

с феноменологических позиций механики сплошных сред релаксацию ОН можно 

рассматривать как процесс, обусловленный ползучестью материала. 

При термоэкспозиции в начальный период времени наблюдается стреми-

тельное снижение модулей ОН, которое затем замедляется и стабилизируется. Та-

кие выводы получены в работе [159], в которой Кадраои исследует упрочнённые 

дробью образцы из суперсплава на никелевой основе методом дифракции рентге-

новских лучей. Анализируются эксперименты, в ходе которых проводится термо-

экспозиция исследуемых образцов с выдержкой от 10 до 100 ч при температурах 

600 и 650 °C. Наиболее интенсивная релаксация ОН отмечена на поверхности де-

талей, наблюдается прямая зависимость между температурой и темпами сниже-

ния модулей значений сжимающих ОН. 
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Анализ работ [1, 30, 54], исследующих задачу о релаксации ОН в условиях 

ползучести, показывает, что в большинстве случаев эта задача решается без учёта 

силовых нагружений (только температурная нагрузка) для простых деталей с 

применением теории ползучести, описывающей лишь первые две стадии. Однако 

большие значения ОН (порядка 600–1000 МПа) обуславливают необходимость в 

учёте третьей стадии ползучести, а также накопленных пластических деформа-

ций. 

Большой объём экспериментальной информации по влиянию температурной 

выдержки на релаксацию внутренних напряжений можно найти в монографиях 

[37, 80]. Рассматриваются гладкие детали, образцы с концентраторами напряже-

ний и резьбовые впадины. К сожалению, работы не содержат первичные кривые 

ползучести. Однако для экспериментальной проверки существующих математи-

ческих моделей релаксации ОН можно восстановить эту информацию по спра-

вочникам, например по [43, 134]. Аналогично, с помощью справочника, можно 

обработать данные из статьи [74], авторы которой приводят аппроксимации кри-

вых ОН после процедуры упрочнения и длительной термоэкспозиции при темпе-

ратуре 550 °C образцов из сплава ХН73НБТЮ-ВД (ЭИ 698 ВД). 

Среди зарубежных авторов стоит отметить Бучанан (Buchanan D. J.), который 

вместе с соавторами в работе [149] исследует кинетику остаточных напряжений в 

образцах из жаропрочного никелевого сплава IN100 после дробеструйной обра-

ботки и длительной термоэкспозиции при 650T = °C. В работе отмечается сохра-

нение характера эпюр ОН при снижении модулей их значений в условиях силово-

го нагружения. В силу отсутствия у авторов первичных кривых ползучести ника-

кие математические модели, описывающие процесс релаксации, не предложены. 

Для выполнения расчётов эти недостающие данные можно найти в [153]. 

В работе [65] представлены экспериментальные данные по ОН в образцах из 

стали 12Х1МФ в процессе термоциклирования в режиме «нагрев-охлаждение-

нагрев» с повышением температуры в каждом очередном цикле испытаний. 
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Внутренние напряжения определялись методом рентгеновской дифракции [62, 

63]. Отмечается осциллирующий характер ОН, изменяющихся в процессе цикли-

ческого нагрева. Однако не предлагается никакой математической модели, опи-

сывающей этот процесс.  

Большое количество исследований посвящено изучению кинетики полей ОН 

в упрочнённых образцах, подвергаемых циклическим нагрузкам [146, 147, 152]. 

Рассматриваются как гладкие детали, так и изделия с концентраторами напряже-

ний. Встречаются эксперименты, проводимые при незначительных температурах, 

порядка 20°C. Процесс релаксации ОН моделируется с применением различных 

теорий неупругого реологического деформирования. Однако в литературе отсут-

ствуют экспериментальные данные для случаев одновременного силового и тем-

пературного нагружений. Этот факт обусловлен сложностью проведения подоб-

ных экспериментов и, в частности, с невозможностью определения полей ОН в 

образце, находящемся под нагрузкой при высокой температуре. Сравнительно не-

давно стали широко применяться рентгеновские методы неразрушающего опре-

деления внутренних напряжений [146, 159, 163], однако при одновременном си-

ловом и температурном нагружении их применение затруднительно. Кроме этого, 

эти методы дают усреднение значений ОН по глубине анализируемого слоя. 

Большинство экспериментов при режимах циклического нагружения связаны 

с определением дислокационной структуры, реализующейся после нагружения, а 

не с непосредственными измерения ОН. По дислокационной структуре уже судят 

о релаксации внутренних напряжений и об их влиянии на произошедшие дисло-

кации. 

В большинстве экспериментальных работ увеличение скорости диффузии 

приводится как научное обоснование релаксации ОН. Диффузия снижает проч-

ность граничных слоёв за счёт их разрыхления. Интенсифицируются рекристал-

лизационные  процессы, так как подвижность атомов увеличивается за счёт по-

вышенной температуры. Это чисто физическое объяснение релаксации ОН верно. 
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Однако его крайне затруднительно заложить в основу математических моделей, 

описывающих этот процесс, без которых невозможно решать задачи оценки 

прочности и прогнозирования остаточного ресурса для более сложных конструк-

ций. 

Ряд работ посвящён экспериментальному анализу влияния термоэкспозиции 

на физико-механическое состояние упрочнённого слоя. В частности, в работе [90] 

исследовано влияние температурных выдержек на характеристики микротвёрдо-

сти и шероховатости полых цилиндрических образцов из сплавов В95 и Д16Т. 

Установлено, что характеристики шероховатости в процессе термоэкспозиции не 

претерпели существенных изменений, в то время как значения микротвёрдости 

существенно снизились. Это связывается с «ослаблением» поверхностного слоя 

вследствие релаксации остаточных напряжений в условиях ползучести при тем-

пературных выдержках. 

Ввиду вышеизложенного внимания заслуживает цикл работ Радченко В. П. и 

Саушкина М. Н. с соавторами [92–94, 103, 104, 106, 108, 115], в которых развива-

ется наиболее общий, систематизированный и научно-обоснованный подход для 

решения краевых задач релаксации ОН в поверхностном слое элементов кон-

струкции. Деформации деталей, развивающиеся во времени при силовых и темпе-

ратурных нагрузках, описываются деформациями ползучести. Свойство ползуче-

сти заключается в непрерывном росте деформации с течением времени при по-

стоянных напряжениях, которое чаще всего наблюдается при высоких температу-

рах [94]. В упомянутых работах релаксация ОН рассматривается как явление, вы-

званное ползучестью материала. Основная идея предлагаемого феноменологиче-

ского подхода заключается в декомпозиции детали на «тело» и тонкий (порядка 

200 мкм) упрочнённый слой. Таким образом, задача разбивается на две самостоя-

тельные, склейка которых позволяет рассчитать релаксацию ОН с учётом темпе-

ратурно-силовых факторов. Тонкий поверхностный слой считается «наклеенным» 

на поверхность «тела» конструкции и не влияет на жёсткость конструкции. При 
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этом он деформируется вместе с конструкцией в режиме «жёсткого» нагружения 

при заданных значениях компонент тензоров деформаций на поверхности (гра-

ничные условия). Иными словами, задача разбивается на две самостоятельные 

краевые подзадачи. 

Первая краевая подзадача предполагает определение НДС всей конструкции 

в условиях ползучести вплоть до разрушения без учёта поверхностного упроч-

нённого слоя. Он решается на основании классических подходов с помощью чис-

ленных методов дискретизации деталей (МКЭ, метод сеток) итерациями по вре-

мени. При этом используется любая теория ползучести, адекватно описывающая 

кривые ползучести рассматриваемого материала. 

При решении второй краевой подзадачи слой рассматривается как единое це-

лое с «телом» конструктивного элемента, деформирующееся в режиме «жёстко-

го» нагружения. Значения компонент тензоров деформаций на поверхности кон-

струкции берутся из решения первой подзадачи. С этими граничными условиями 

исследуется релаксация ОН в поверхностном упрочнённом слое. 

Анализ работ, посвящённых кинетике ОН в упрочнённых конструкциях, по-

казывает, что экспериментальные исследования вызывают интерес многих авто-

ров и проводятся в различных областях промышленности. Современные методы 

восстановления внутренних напряжений позволяют определить ОН в деталях, 

подвергающихся значительным силовым или температурным нагрузкам. Однако 

восстановление НДС в элементах конструкций, эксплуатируемых в условиях од-

новременно силового и температурного нагружений, крайне затруднено. В связи с 

этим, для решения задач механики упрочнённых конструкций становится необхо-

димой разработка математических моделей процесса релаксации ОН. Кроме это-

го, анализа требует оценка изменения НДС в момент силового и температурного 

нагружения. Методик, позволяющих рассчитать перераспределение полей ОН при 

нагреве образца, обусловленное скачком упругих свойств материала, в литературе 
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нет. Наиболее привлекательными для взятия за основу и совершенствования 

представляются подходы В. П. Радченко и М. Н. Саушкина. 

1.4. Основные проблемы и постановка задач исследования 

Приведённый обзор обширного перечня литературных источников по про-

блеме диссертационного исследования свидетельствует о глубокой проработке 

вопросов наведения, измерения и оценки кинетики вследствие ползучести полей 

ОН в деталях с гладкой поверхностью и с концентраторами напряжений. Однако 

эти задачи не решены в полной мере ввиду затруднений практического и теорети-

ческого характера. Касательно оценки релаксации ОН в условиях ползучести, 

наблюдается нехватка математических моделей, которые позволили бы описать 

процессы, связанные с реализацией и перераспределением полей ОН, в достаточ-

ной мере для решения прикладных задач механики сплошных сред для более 

сложных конструкций. 

Актуальна задача исследования внутренних напряжений в деталях с концен-

траторами напряжений, так как при их широком применении в современных кон-

струкциях они нередко испытывают усталостные поломки в местах нарушения 

призматической или цилиндрической форм. 

Прогнозирование предела выносливости элементов конструкций требует 

знания распределения полей ОН по толщине упрочнённого слоя. 

Для расчёта трёхмерного НДС необходимо учитывать факторы, влияющие на 

эффективность упрочняющих процессов и условия эксплуатации изделий, такие, 

как силовые и температурные нагрузки. Феноменологические методики восста-

новления полей внутренних напряжений и пластических деформаций для сплош-

ных цилиндрических изделий по частично известной экспериментальной инфор-

мации (одна или две эпюры компонент тензора ОН) после анизотропного упроч-

нения требуют развития и расширения на геометрически новые типы образцов. 
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Требуется разработка новых математических моделей, которые позволят 

описать перераспределение ОН вследствие нагрева образца, обусловленное изме-

нением упругих свойств материала при изменении температуры. 

В связи с вышеизложенным, основными задачами настоящего диссертацион-

ного исследования применительно к сплошным и полым цилиндрическим образ-

цам являются: 

1) совершенствование существующих и разработка новых феноменологиче-

ских методик восстановления трёхмерных полей ОН в анизотропно 

упрочнённых деталях, их экспериментальная проверка; 

2) разработка математических моделей, описывающих перераспределение 

ОН вследствие нагрева образца, обусловленное изменением упругих 

свойств материала при изменении температуры; 

3) разработка прямого метода решения краевой задачи релаксации ОН в по-

верхностном слое на внешней стороне анизотропно упрочнённого полого 

цилиндра; 

4) исследование влияния силовых и температурных нагрузок на кинетику 

внутренних напряжений в условиях ползучести; 

5) разработка нового математического и программного обеспечения для 

численной реализации разработанных методов решения краевых задач 

механики анизотропно упрочнённых конструкций в условиях ползучести. 
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Глава 2. Восстановление напряжённо-деформированного 

состояния в поверхностном слое полого цилиндра 

Как отмечалось в главе 1, сжимающие ОН, наведённые в поверхностном слое 

детали, препятствуют выходу на поверхность различного рода дислокаций и ва-

кансий, тем самым благоприятно влияя на прочностные характеристики изделия. 

Методы определения НДС после процедуры упрочнения были рассмотрены в п. 

1.2. На практике, как правило, достоверно определить удаётся лишь одну или две 

компоненты тензора остаточных напряжений в приповерхностной области. В ра-

ботах [5, 93, 94, 105, 110] был предложен феноменологический метод восстанов-

ления полной картины НДС по частично известной экспериментальной информа-

ции для сплошных цилиндрических образцов, который позволяет выразить все 

компоненты тензора остаточных напряжений и пластических деформаций через 

окружную компоненту внутренних напряжений. Ввиду дискретности экспери-

ментальных данных, заданных, как правило, только в области сжатия, использу-

ется аналитическая аппроксимация для эпюры окружных напряжений, наведён-

ных в поверхностном слое сплошного цилиндра. 

Целью данной главы является разработка феноменологического метода вос-

становления полной картины НДС по одной (режим изотропного упрочнения) или 

двум (режим анизотропного упрочнения) экспериментально замеренным компо-

нентам тензора ОН для полого цилиндрического образца, упрочнённого с внеш-

ней стороны одной из технологий ППД. Задачей также ставится выбор аналитиче-

ской аппроксимации для окружной компоненты ОН, обеспечивающей выполне-

ние условия самоуравновешенности эпюры и граничных условий на поверхностях 

полого цилиндра, а также разработка метода идентификации параметров аппрок-

симации и параметра анизотропии. Помимо этого, ставится задача проверки адек-

ватности рассматриваемого феноменологического подхода экспериментальным 

данным и анализа влияния параметра анизотропии α  (см. (1.7)), связывающего 
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окружную и осевую компоненты тензора пластических деформаций, на распреде-

ление полей ОН. 

2.1. Методика расчёта полей остаточных напряжений для полых 

цилиндров 

Рассматривается полый круговой цилиндр с внутренним радиусом 1R  и 

внешним – 2R . Предполагается, что с внешней стороны деталь подверглась 

упрочнению и в поверхностном слое наведены поля ОН. Как и в предыдущей гла-

ве, вводится стандартная цилиндрическая система координат r , θ , z. Через θσres, 

σres
r  и σres

z  обозначаются окружное, радиальное и осевое ОН, а через θq , rq  и zq  

– соответствующие компоненты тензора остаточных пластических деформаций. 

При этом предполагается, что касательные напряжения отсутствуют, либо малы 

по сравнению с нормальными, и ими можно пренебречь. Помимо этого, вводится 

гипотеза о том, что вторичные пластические деформации в области сжатия не 

возникают. 

На практике, как правило, экспериментально удаётся определить компоненту 

θσres [21, 30], а в методе колец и полос Иванова С. И. [30] – ещё и компоненту 

σres
z . Поэтому выразим все оставшиеся компоненты тензора ОН и пластические 

деформации через окружные напряжения. 

Необходимые в дальнейшем свойства функций θσres и σres
r  можно установить 

на основании уравнения равновесия: 

 θ
σ + σ = σ

res
res resr
r

d
r

dr
 .  (2.1) 

Для этого умножим обе части уравнения (2.1) на dr  и проинтегрируем их по r  в 

пределах от 1R  до 2R : 
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 ( ) ( ) ( )
2 2

2

1
1 1

θ  σ = σ = σ ∫ ∫
R R

Rres res res
r r R

R R

r dr d r r r r . (2.2) 

Теперь воспользуемся краевыми условиями 

 ( ) ( )1 20, 0σ = σ =res res
r rR R , (2.3) 

которые означают, что полый цилиндр находится в естественном ненагруженном 

состоянии. Из этих условий из соотношения (2.2) получаем, что эпюра напряже-

ний ( )θσres r  должна быть самоуравновешенной: 

 ( )
2

1

0θσ =∫
R

res

R

r dr . (2.4) 

С помощью уравнения равновесия (2.1) нетрудно выразить ( )σres
r r  через 

( )θσres r : 

 ( ) ( )
1

1
θσ = − σ∫

r
res res
r

R

r z dz
r

 (2.5) 

при r  изменяющимся от 1R  до 2R . Формула (2.5) даёт зависимость величины 

( )σres
r r  от окружной компоненты ( )θσres r . 

Будем предполагать, что перед упрочнением в цилиндре отсутствовали оста-

точные пластические деформации и соответствующие им остаточные напряже-

ния, а значит выполняется следующее условие: 

 ( )1 0θσ =res R , (2.6) 

так как упрочнению подвергается только внешний слой. 

Для вычисления величины ( )σres
z r  необходимо знать остаточные пластиче-

ские деформации. 

Запишем полную деформацию цилиндрического образца 0εi , приобретённую 

в результате поверхностного упрочнения, в виде 
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 ( )0 0 , ,ε = + = θi i ie q i r z , (2.7) 

где 0
ie  – тензор упругих деформаций, а qi  – тензор остаточных пластических де-

формаций. 

Аналогично работам [93, 94, 105, 110], в которых принималось допущение о 

наведении деформаций как на плоскости, ограничивающей полупространство, для 

связи окружных и осевых пластических деформаций используется следующее со-

отношение: 

 zq qθ= α , (2.8) 

где α  – параметр анизотропии, который отражает в общем случае анизотропию 

деформационного упрочнения по координатам z и θ . 

На основании условия несжимаемости при пластическом деформировании  

 0θ + + =z rq q q   

и гипотезы (2.8) легко установить, что 

 
1θ

α= α = −
+ αz rq q q . (2.9) 

Подставляя соотношение (2.7) в уравнение совместности деформаций 

 
0

0 0θ
θ

ε + ε = εr
d

r
dr

 , (2.10) 

можно получить 

 
0 0

0 0θ θ
θ θ

 
+ + + = + 

 
r r

de dq
r e q e q

dr dr
, 

откуда, исключая qr  с помощью (2.9), следует дифференциальное уравнение для 

окружной компоненты: 

 ( )
0 0

0 02θ θ
θ θ+ + α = − −r

dq de
r q e e r

dr dr
. (2.11) 

Входящие в (2.11) упругие деформации нетрудно выразить через остаточные 

напряжения из закона Гука: 
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( )
( )

0

0

,

,

res res res
r r z

res res res
r z

Ee

Ee

θ

θ θ

= σ − µ σ + σ

= σ − µ σ + σ
  (2.12) 

где µ  – коэффициент Пуассона, E  – модуль Юнга для рассматриваемого матери-

ала. В соотношениях (2.12) помимо уже известных величин θσres и σres
r  фигуриру-

ет неизвестная компонента σres
z . Для её определения воспользуемся гипотезой 

плоских сечений для полого цилиндра. Она заключается в том, что считается, что 

плоские поперечные сечения цилиндрического образца до упрочнения остаются 

плоскими и после него. Эта гипотеза справедлива для не слишком коротких ци-

линдров. При этом очевидно, что 

 0 0ε = +z z ze q , ( )0
1 2const,ε = ≤ ≤z R r R . (2.13) 

Условие (2.13) может нарушаться лишь вблизи свободных торцов полого цилин-

дра. 

Выражая 0
ze  через напряжения аналогично (2.12), из (2.13) имеем: 

 
( ) 0

res res res
z r

z zq
E

θσ − µ σ + σ
+ = ε , 

откуда 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0res res res
z z rr E q r r rθσ = ε − + µ σ + σ . (2.14) 

Соотношение (2.14) позволяет исключить из (2.12) компоненту ( )σres
z r : 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0

0 0

1 1 ,

1 1 .

res res
r r z z

res res
r z z

Ee E q

Ee E q

θ

θ θ

 = + µ − µ σ − µσ − µ ε − 
 = + µ − µ σ − µσ − µ ε − 

  (2.15) 

Обозначим правую часть дифференциального уравнения (2.11) через f  и 

преобразуем эту величину с учётом (2.9) и (2.15): 
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( )

0
0 0 1

1
1 .

res res
r r

res res
r

de
f e e r

dr E
d dqd

r r
E dr dr dr

θ
θ θ

θ θ

+ µ  = − − = σ − µσ − 

 σ+ µ σ− − µ − µ − αµ 
 

 (2.16) 

С учётом (2.8) и (2.16) уравнение (2.11) принимает вид: 

 
( ) ( ) ( )

01 2

1 1

dq r a
r q r g r

dr
θ

θ
+ αµ ++ =
+ µ + µ

, (2.17) 

где  

 ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
1

res res res res
r r

r r d r d rr
g r

E E dr dr

θ θ
 σ − µσ  σ σ = − − µ − µ 

  
. (2.18) 

Дифференциальное уравнение (2.17) имеет общее решение следующего вида: 

 ( )
1

2 1
1 11

1

r

R

q r z g z dz C
+α +α−αµ−

+αµ +αµ
θ

 + µ  = +
+ αµ  

 
∫ , (2.19) 

где C  – произвольная постоянная. 

Поскольку упрочняется внешняя поверхность полого цилиндра ( )2=r R  и 

при поверхностном упрочнении пластические деформации наводятся лишь на не-

большой глубине, то при 1=r R  должно выполняться условие: 

 ( )1 0θ =q R , (2.20) 

откуда 0=C , и вместо (2.19) следует записать 

 ( ) ( )
2 1

1 1

0

1

1

r

q r r z g z dz
+α +α−αµ−

+αµ +αµ
θ

+ µ=
+ αµ ∫ . (2.21) 

Подставляя (2.18) в (2.21), получаем 
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( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( )
( )

( ) ( ) ( )

( )

1

1

1

2 1
1 1

2 2
1 1

2 1
1 1

2

2 2
1 1

1

1

1
1

1

1 1 2
1

1

1

1

r
res res
r

R

r
res res

r

R

r
res res
r

R

r

q r r z z z dz
E

r z d z d z
E

r z z z dz
E

r z
E

+α +α−αµ−
+αµ +αµ

θ θ

+α +α−
+αµ +αµ

θ

+α +α−αµ−
+αµ +αµ

θ

+α +α−
+αµ +αµ

+ µ
 = σ − σ − + αµ

+ µ  − − µ σ − µ σ =
 + αµ

+ µ − µ
 = σ + + α σ + + αµ

+ µ+ µ σ
+ αµ

∫

∫

∫

( ) ( ) ( )
1 1

2
11 ,

r r

res res

R R

z z z
+α

+αµ
θ

 
 − − µ σ 
  

 

откуда с учётом первого условия из (2.3) и условия (2.6) можно записать 

 
( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 1
1 1

2
0

1 1 2
1

1
1

1 .
1

r
res res
r

res res
r

q r r z z z dz
E

z z
E

+α +α−αµ−
+αµ +αµ

θ θ

θ

+ µ − µ
 = σ + + α σ + + αµ

+ µ  + µσ − − µ σ + αµ

∫
 (2.22) 

Теперь поля остаточных пластических деформаций могут быть полностью 

определены: ( )θq r  вычисляется согласно (2.22), а ( )zq r  и ( )rq r  затем определя-

ются в соответствии с (2.9). 

Для определения последней неизвестной величины ( )σres
z r  согласно (2.14) 

остаётся определить 0εz . Это можно сделать на основании условия нулевого сум-

марного осевого усилия, действующего на образец: 

 ( )
2

1

0σ =∫
R

res
z

R

r r dr . (2.23) 

Умножив равенство (2.14) на rdr  и проинтегрировав обе его части по r   в 

пределах от 1R  до 2R , с учётом (2.23) получаем 
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 ( ) ( ) ( )
2 2

1 1

2 2
0 2 1 0

2

R R
res res

z z r

R R

R R
E rq r dr r r r drθ

 −   ε − + µ σ + σ =  
 

∫ ∫ ,  

откуда 

 ( ) ( ) ( )
2

1

0
2 2
2 1

2
R

res res
z z r

R

r q r r r dr
ER R θ
µ  ε = − σ + σ  −  ∫ . (2.24) 

После расчёта по формуле (2.24) величины 0εz , можно в соответствии с (2.14) 

однозначно определить функцию ( )σres
z r . 

Таким образом, схема расчёта полей остаточных напряжений и пластических 

деформаций в полом цилиндре после упрочнения внешней поверхности для слу-

чая, когда известны окружная компонента остаточных напряжений и параметр 

анизотропии упрочнения α , имеет следующий вид: 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2.8, 2.92.5 2.21

2.8, 2.9 2.24 2.140( ),
θ θσ →σ → →

→ →ε →σ

res res
r

res
z r z z

r r q r

q r q r r
 (2.25) 

Здесь стрелками показана последовательность определения величин; цифрами над 

стрелками – номера формул, по которым определяются эти величины. 

2.2. Идентификация параметров математической модели 

Схема (2.25) позволяет по окружной компоненте ( )θσres r  и заданной вели-

чине параметра анизотропии α  рассчитать поля напряжений и пластических де-

формаций в полом цилиндрическом образце после упрочнения его внешней по-

верхности. Но экспериментально зависимость ( )θ θσ = σres res r  можно определить 

только в тонком упрочнённом слое (области сжатия), поэтому данные для ( )θσres r  

необходимо экстраполировать в область растяжения. В таком случае дискретные 

значения опытных данных для ( )θσres r  целесообразно аппроксимировать анали-

тической функцией, но так, чтобы не нарушались основные свойства для напря-
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жений, в частности соотношение самоуравновешенности (2.4). В результате такой 

аппроксимации все остальные параметры напряжённо-деформированного состоя-

ния будут выражаться через интегралы от аппроксимирующей функции, которые 

зачастую вычисляются либо аналитически, либо сводятся к специальным хорошо 

известным функциям. 

На рисунке 2.1 схематически изображена эпюра окружной компоненты тен-

зора ОН, наведённых во внешнем поверхностном слое полого цилиндра, в зави-

симости от глубины упрочнённого слоя 2= −h R r . Здесь *h  – расстояние от 

внешней поверхности полого цилиндра, на котором располагается экстремум (ло-

кальный минимум) эпюры, *σ  – экспериментальное значение θσres при *=h h , 0h  – 

глубина слоя, при которой значение ( )0 0θσ =res h . Анализ экспериментальных 

данных показывает, что для аппроксимации можно использовать соотношение 

 ( ) ( ) ( )
2*

2
0 1 2

expθ

  − −  σ = σ − σ − ⋅ +  
  
  

res
R h r

r r c
b

, (2.26) 

где 0σ , 1σ , b и c  – параметры, подлежащие определению. 

res
θσ

0
* 0h > h

0h

*σ

2 1−R R

 

Рис. 2.1. Схематический график экспериментальной зависимости ( )θ θσ = σres res h  в полом 

цилиндре для общего случая ( * 0≠h ) 

Отметим, что минимум эпюры ( )θσres r  может находиться как на поверхности 

образца, так и на некоторой глубине от поверхности [5]. Учёт этого осуществля-
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ется при помощи параметра * *
2= −h R r  – расстояния от поверхности, при кото-

ром компонента ( )θσres r  принимает свой минимум. Если экспериментальная эпю-

ра θσres такая, что её минимум находится на поверхности, но не является локаль-

ным минимумом (см. рис. 2.2), то значение *h  необходимо задать отрицательным. 

В этом случае следует проэкстраполировать экспериментальные данные в область 

* 0<h  до определения локального минимума. 

res
θσ

0
h

* 0h <

0h
2 1−R R

*σ

 

Рис. 2.2. Схематический график экспериментальной зависимости ( )θ θσ = σres res h  в полом 

цилиндре для случая * 0<h  

Рассмотрим методику определения параметров 0σ , 1σ , b и c  в (2.26) для 

окружной компоненты. 

Обозначим через *σ  экспериментальное значение локального минимума 

( )θσres r , где * *
2= −r R h , а через 0 2 0= −h R r  – значение глубины слоя, при кото-

ром выполняется ( ) 0θσ =res r . Другими словами, экспериментальная зависимость 

для окружной компоненты удовлетворяет условиям 

 ( ) ( )* * *
2θ θσ = σ − = σres resr R h , (2.27) 

 ( ) ( )0 2 0 0θ θσ = σ − =res resr R h . (2.28) 
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Используя (2.26) и (2.27), получаем 

 ( )( )* *
0 1 2σ − σ − + = σR h c , (2.29) 

а из (2.26) и (2.28) имеем 

 ( ) ( )2*
0 1 0 2 0exp 0  σ − σ − − + =  

  
h b R h c , (2.30) 

где * *
0 0= −h h h . 

Очевидно, что 1( ) 0θσ =res R , откуда 1= −c R , и для отношения 0 1σ σ  из (2.30) 

имеем 

 ( )2*0
0

1

exp
σ  = − σ  

h b . (2.31) 

Учитывая, что соотношение (2.26) должно удовлетворять (2.4), то подставляя 

(2.26) в (2.4) и выполняя необходимые операции интегрирования, находим для 

0 1σ σ  другое выражение вида 

 

( )

( )

* * *
0

2
1

2*2 *2

2 2 2

erf erf

exp exp ,

⋅ −     σ −= π + +     σ     
  −    + − − −   

   
  

b H h H h h

b bH

H hb h

H b b

 (2.32) 

где ( ) ( )2

0

2
erf exp= −

π ∫
x

x t dt . Теперь из (2.31), (2.32) получаем уравнение для 

определения b: 

 

( ) ( )

( )

* * *
*
0 2

2*2 *2

2 2 2

2
exp erf erf

exp exp ,

b H h H h h
h b

b bH

H hb h

H b b

− =
⋅ −     −  π + +             

  −    + − − −   
   

  

 (2.33) 
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которое решается численно. Зная величину b и подставляя (2.29) в (2.31), нахо-

дим величину 1σ : 

 

( ) ( )
*

1 2* *
0exp 1H h h b

σσ =
  − − −  

  

. (2.34) 

И, наконец, из (2.29) определяем  

 
*

0 1*

σσ = + σ
−H h

. (2.35) 

Таким образом, все параметры 0σ , 1σ , b и c  в аппроксимации (2.26) опреде-

лены. 

Имея представление ( )θσres r  в виде (2.26), для ( )σres
r r  из (2.5) получаем 

 

( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( )

2
0 1

* *
2*

1

2 2* *
22

1 2 2

1

2

1
erf erf

2

1
exp exp .

2

σ = σ − +

    − − −+ σ − π − +         
    − − −    + σ − −    

        

res
r r r R

r
h R r h H

b h H
r b b

h R r h H
b

r b b

 (2.36) 

Таким образом, задача определения всех остаточных напряжений и пласти-

ческих деформаций в поверхностно упрочненном слое полого цилиндрического 

образца при известной окружной компоненте остаточных напряжений и парамет-

ра анизотропности упрочнения α  решена полностью. Схема их определения име-

ет вид 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

2.33 2.34 2.35 2.26 2.36*
1 2 0 1 0

2.36 2.22 2.9 2.24 2.140

, , , *,

( ), .
θ

θ

σ → →σ →σ →σ →
→σ → → →ε →σ

res

res res
r z r z z

R R h h b r

r q r q r q r r
 (2.37) 

Формулы (2.33)–(2.35) позволяют определить параметры аппроксимации так, 

что результирующая кривая проходит через две определяющие эксперименталь-

ные точки. Во-первых, это локальный максимум (по модулю) эпюры окружной 
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компоненты тензора ОН, располагающийся на глубине *h  и принимающий значе-

ние *σ , а во-вторых, это точка пересечения эпюрой оси абсцисс, находящаяся на 

глубине 0h , на которой окружные внутренние напряжения равны нулю. При этом 

в целом по всем экспериментальным точкам не гарантируется близость других 

расчётных значений к экспериментальным значениям. В связи с этим, предлагает-

ся использовать алгоритм уточнения аппроксимации (2.26): целенаправленно ва-

рьировать значения *h , *σ  и 0h , минимизируя отклонение θ∆  расчётных значений 

окружных напряжений от экспериментальных данных, но таким образом, чтобы 

не нарушать условие самоуравновешенности (2.4). Для оценки величины откло-

нения предлагается применить функционал нормированного среднеквадратиче-

ского отклонения 

 

( ) ( )

( )

2*

1

2*

1

θ θ
=

θ

θ
=

 σ − σ 
∆ =

 σ 

∑

∑

N
res res

i i
i

N
res

i
i

h h

h

, (2.38) 

где ( )*
θσres

ih , ( )θσres
ih  – соответственно экспериментальные и расчётные значения 

напряжений в точках дискретизации ih  по координате h , в которых произведены 

экспериментальные замеры. 

На практике для режимов анизотропного упрочнения величина параметра α , 

связывающего окружные и осевые деформации в соотношении (2.8), á priori неиз-

вестна и подлежит определению. При этом схема восстановления полной картины 

НДС существенно изменяется, и в качестве исходной информации выступает не 

одна, а две компоненты тензора ОН θσres и σres
z . Тогда рекомендуется использо-

вать следующий алгоритм оптимизации: помимо величин  *h , *σ  и 0h , варьиру-

ются и значения параметра α , а целевой функцией для оптимизации является 

сумма функционалов среднеквадратического отклонения: 
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 minθ∆ + ∆ →z , (2.39) 

где ∆z  рассчитывается аналогично (2.38) по формуле: 

 

( ) ( )

( )

2*

1

2*

1

=

=

 σ − σ 
∆ =

 σ 

∑

∑

N
res res
z i z i

i
z N

res
z i

i

h h

h

 . (2.40) 

Для решения задачи оптимизации применялся релаксационный метод. В ка-

честве начального приближения использовались параметры *h , *σ  и 0h , опреде-

лённые по схеме (2.33)–(2.35), а параметр α  принимался равным единице. 

Таким образом, можно дать следующие рекомендации по использованию 

предложенных методик идентификации параметров аппроксимации (2.26) и в це-

лом алгоритмов восстановления НДС по схемам (2.25) или её более подробной 

модификации (2.37). 

1°. Если технологией упрочнения является пневмо- или гидродробеструйная 

обработка микрошариками (без предпочтительного направления бомбардировки), 

термопластическое упрочнение, ультразвуковая обработка), то здесь реализуется 

процедура изотропного упрочнения поверхности, и коэффициент анизотропии 

упрочнения нужно положить равным единице ( 1α = ). Поэтому здесь достаточно 

знать экспериментальную зависимость лишь для одной компоненты θσres (или 

σres
z ), при этом зависимости ( )θ θσ = σres res r  и ( )σ = σres res

z z r  практически совпада-

ют (для сплошных цилиндрических образцов это показано в [91, 93, 94], а для по-

лых цилиндрических образцов будет показано далее). 

2°. Если же технологии поверхностного упрочнения базируются на силовых 

режимах типа качения, скольжения или других квазистатических контактных 

схемах, то здесь 1α ≠  (причём согласно [91] эта величина может достигать значе-

ния от 4 до 20). Поэтому здесь необходимо иметь две экспериментальные диа-
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граммы θσres и σres
z , а величина α  вместе с остальными компонентами НДС опре-

деляется из многократного повторяющегося итерационного процесса (2.37) до 

минимизации величины (2.39). Следует отметить, что одновременно величины 

θσres и σres
z  для цилиндрического изделия позволяет определить метод колец и по-

лосок С. И. Иванова [32]. 

2.3. Экспериментальная проверка математической модели расчёта полей 

остаточных напряжений и пластических деформаций в поверхностно 

упрочнённых цилиндрических образцах. Анализ результатов расчёта 

Целью настоящего пункта является проверка адекватности математической 

модели, изложенной автором настоящей работы в пунктах 2.1 и 2.2 для решения 

задачи восстановления полной картины НДС в упрочнённом различными техно-

логическими способами полом цилиндрическом образце, экспериментальным 

данным. Кроме этого выполнена аналогичная задача для сплошных цилиндриче-

ских образцов на основании методики, представленной в пункте 1.2 и предложен-

ной в работах [5, 91, 93, 94], поскольку детального исследования характера полей 

остаточных напряжений и пластических деформаций в сплошных образцах от 

свойств материала, типа и параметров технологического процесса в этих работах 

не проводилось. 

Апробация предложенной в пунктах 2.1 и 2.2 методики выполнена на осно-

вании экспериментальной информации для полых упрочнённых образцов из стали 

40Х и стали 45, представленной в работе [80]. Внутренний ( 1R ) и внешний ( 2R ) 

радиусы для стали 40Х имеют значения 1 5R = мм, 2 12,5R = мм, а для стали 45 – 

1 5R = мм, 2 7,5R = мм. 

На рисунках 2.3, 2.4, 2.5 и 2.6 значками представлены экспериментальные 

данные, а линиями – расчётные значения, полученные по схеме (2.37). В таблице 

2.1 для каждого эксперимента приведены режимы упрочнения, параметры ап-
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проксимации (2.26), значения параметра анизотропии α  и среднеквадратичные 

отклонения расчётных значений от экспериментальных θ∆  и ∆z  для окружной и 

осевой компонент тензора ОН соответственно, рассчитанные по формулам (2.38), 

(2.40). 

-450

-400

-350

-300

-250

-200

-150

-100

-50

0

50

0 100 200 300 400 500 600 700

σ, МПа
h, мкм

1

2

3

 
Рис. 2.3. Экспериментальные (значки) и расчётные (линии) эпюры компонент тензора ОН по 
глубине 2= −h R r  упрочнённого слоя полого цилиндра из стали 40Х после ГДО: 1 – окружные 

напряжения θσres, 2 – осевые напряжения σres
z , 3 – радиальные напряжения σres

r  
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Рис. 2.4. Экспериментальные (значки) и расчётные (линии) эпюры компонент тензора ОН по 
глубине 2= −h R r  упрочнённого слоя полого цилиндра из стали 45 после ГДО: 1 – окружные 

напряжения θσres, 2 – осевые напряжения σres
z , 3 – радиальные напряжения σres

r  
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Рис. 2.5. Экспериментальные (значки) и расчётные (линии) эпюры компонент тензора ОН по 
глубине 2= −h R r  упрочнённого слоя полого цилиндра из стали 40Х после обкатки роликом: 1 

– окружные напряжения θσres, 2 – осевые напряжения σres
z , 3 – радиальные напряжения σres

r  
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Рис. 2.6. Экспериментальные (значки) и расчётные (линии) эпюры компонент тензора ОН по 
глубине 2= −h R r  упрочнённого слоя полого цилиндра из стали 45 после обкатки роликом: 1 – 

окружные напряжения θσres, 2 – осевые напряжения σres
z , 3 – радиальные напряжения σres

r  
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На рисунке 2.3 представлена информация для расчётных значений осевых, 

радиальных и окружных остаточных напряжений для образцов из стали 40Х, а на 

рисунке 2.4 – из стали 45 после гидродробеструйной обработки (ГДО). В рассмат-

риваемых случаях осуществляется процедура изотропного упрочнения, поэтому 

коэффициент анизотропии 1α = . В [80] приведена только экспериментальная 

компонента для ( )σ = σres res
z z r . Поэтому схема расчёта (2.37) использовалась сле-

дующим образом. Учитывая близость эпюр ( )σres
z r  и ( )θσres r , параметры (в нуле-

вом приближении) аппроксимации (2.26) для res
θσ  определялись через экспери-

ментальные данные для res
zσ , а затем параметры аппроксимации (2.26) 0σ , 1σ , b 

( 1= −c R ) уточнялись за счёт варьирования величин *h , *σ  и 0h , реализации всей 

схемы (2.37) для получения уже расчётного значения величины ( )σ = σres res
z z r . 

Итерационное уточнение по схеме (2.37) в пространстве переменных 

{ }* *
0× σ ×h h  продолжается до выполнения критерия min∆ →z , причём «траек-

тория» движения по параметрам *h , *σ , 0h  определялась релаксационным мето-

дом минимизации. 

На рисунках 2.5 и 2.6 представлена аналогичная информация для полей оста-

точных напряжений в полом цилиндрическом образце после его обкатки роликом. 

Здесь уже известны экспериментальные данные для двух компонент: 

( )θ θσ = σres res r  и ( )σ = σres res
z z r , причём á priori известно, что параметр 1α ≠  и он 

подлежит определению. Для реализации метода расчёта в нулевом приближении 

параметры аппроксимации (2.26) определяются по экспериментальным данным 

для ( )θ θσ = σres res r , а величина α  задаётся любым значением, не равным единице, 

причём 1α > , если в малой области сжатия, прилегающей к упрочнённой поверх-

ности, ( ) ( )θσ > σres res
z r r . Далее варьируются параметры *h , *σ , 0h  и α , и каж-
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дый раз осуществляется расчёт по схеме (2.37) до тех пора, пока не выполнится 

критерий (2.39). 

Все эксперименты, представленные на рис. 2.3, 2.4, 2.5 и 2.6, соответствуют 

случаю, когда локальный максимум (по модулю) экспериментальных и расчётных 

эпюр окружной и осевой компонент тензора ОН находится не на поверхности об-

разца, а на некоторой глубине, т.е. * 0>h  (см. формулу (2.26)). Гидродробеструй-

ная обработка соответствует режиму изотропного нагружения. Обкатка роликом 

относится к анизотропным способам упрочнения, когда окружная и осевая ком-

поненты тензора пластических деформаций связаны через параметр анизотропии 

α . Графики распределения пластических деформаций в упрочнённом слое для 

рассматриваемых цилиндров представлены на рисунках 2.7–2.10. 

 

Рис. 2.7. Расчётные эпюры компонент тензора пластических деформаций по глубине 2= −h R r  

упрочнённого слоя полого цилиндра из стали 40Х после ГДО: 1 – окружная компонента θq , 2 – 

осевая компонента zq , 3 – радиальная компонента rq  
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Рис. 2.8. Расчётные эпюры компонент тензора пластических деформаций по глубине 2= −h R r  

упрочнённого слоя полого цилиндра из стали 45 после ГДО: 1 – окружная компонента θq , 2 – 

осевая компонента zq , 3 – радиальная компонента rq  

 

Рис. 2.9. Расчётные эпюры компонент тензора пластических деформаций по глубине 2= −h R r  

упрочнённого слоя полого цилиндра из стали 40Х после обкатки роликом: 1 – окружная 
компонента θq , 2 – осевая компонента zq , 3 – радиальная компонента rq  



 

 

66 

 

 
Рис. 2.10. Расчётные эпюры компонент тензора пластических деформаций по глубине 

2= −h R r  упрочнённого слоя полого цилиндра из стали 45 после обкатки роликом: 1 – 

окружная компонента θq , 2 – осевая компонента zq , 3 – радиальная компонента rq  

Анализ данных таблицы 2.1 свидетельствует о том, что при обкатке роликом 

параметр α  достигает больших значений. Так, для образца из стали 45 он прини-

мает значение 6,6, а для стали 40Х – 16,2. При этом в области интенсивных сжи-

мающих ОН (0 400h< < мкм) модуль осевой компоненты тензора напряжений 

σres
z  более чем в 2 раза превышает значение модуля окружной компоненты θσres. 

Таблица 2.1. Параметры аппроксимации (2.26), значения параметра анизотропии α  и значения 
среднеквадратических отклонений θ∆ , ∆z  для полых цилиндров из сталей 40Х и 45 

Метод Марка 

стали 
Рис. 

0σ , 1σ , b , 0h , *h , 
α  θ∆  ∆z  

упрочнения МПа МПа мкм мкм мкм 

ГДО 
40Х 2.3 3,84 57,44 196 410 87 1 - 0,033 

45 2.4 28,33 132,66 224 371 93 1 - 0,043 

Обкатка 

роликом 

40Х 2.5 98,15 204,54 797 848 165 16,2 0,139 0,280 

45 2.6 91,90 210,05 496 530 79 6,6 0,025 0,124 
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Рассмотрим теперь сплошные цилиндрические образцы и проанализируем 

результаты применения феноменологического подхода, основные формулы кото-

рого (1.5)–(1.11) приведены в пункте 1.2, к задаче восстановления НДС после  

процедуры упрочнения. Все расчёты выполнены с помощью разработанного про-

граммного комплекса, подробное описание которого будет изложено в главе 5. 

В работе [80] представлены результаты испытаний для сплошных образцов, 

изготовленных из различных сплавов и сталей (12Х18Н10Т, 30ХГСА, ЭИ961, 

В93, ЭИ437Б и др.)  и упрочнённых различными методами (гидродробеструйная 

обработка, обкатка роликом, алмазное выглаживание). Для экспериментов из [80] 

в таблице 2.2 представлены условия проведения испытания (технология упрочне-

ния), параметры аппроксимации (1.14), значения параметра анизотропии и сред-

неквадратические отклонения, вычисленные по формулам (2.38), (2.40). На ри-

сунках 2.11–2.22 представлены экспериментальные (значки) и расчётные (сплош-

ные линии) эпюры ОН (а) и пластических деформаций (б) по глубине слоя 

= −h a r . 

Рисунки 2.11–2.18 относятся к образцам, упрочнённым с помощью гидро-

дробеструйной обработки (ГДО) или обработки микрошариками. Эти способы 

наведения сжимающих ОН относятся к режиму изотропного упрочнения ( 1α = ). 

Как видно из графиков, значения окружной и осевой компонент тензора ОН прак-

тически совпадают. При этом величина радиальной компоненты σres
r  (по модулю) 

на два порядка меньше, чем θσres и σres
z . Что касается остаточных пластических 

деформаций, то здесь, напротив, радиальная компонента чуть превышает по мо-

дулю значения окружной и осевой компонент. Такой результат соответствует 

формуле (2.9), полученной на основании условия несжимаемости при пластиче-

ском деформировании. Глубины распространения сжимающих ОН и пластиче-

ских деформаций совпадают.  
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Рисунки 2.19–2.22 иллюстрируют распределение полей ОН и пластических 

деформаций в образцах, обработанных в режиме анизотропного упрочнения (об-

катка роликом, алмазное выглаживание). Как видно из графиков, окружная ком-

понента тензора остаточных пластических деформаций не совпадает с осевой. 

При этом наблюдает существенное количественное различие между эпюрами 

окружной и осевой компонент тензора ОН. 

Анализ графиков и данных таблиц позволяет сделать вывод о хорошем соот-

ветствии расчётных значений окружных и осевых ОН экспериментальным дан-

ным, что свидетельствует об адекватности предложенного феноменологического 

метода восстановления НДС в упрочнённых образцах. 

Кроме этого, метод позволяет восстанавливать полную картину тензора оста-

точных пластических деформаций. Знание начального напряжённо-

деформированного состояния после процедуры упрочнения крайне важно для ре-

шения задач о кинетике напряжений в поле внешних температурно-силовых 

нагрузок, поскольку здесь происходит композиция (нелинейная) наведённых 

остаточных напряжений и так называемых «рабочих» напряжений, вызванных 

внешними силами. Такая ситуация возникает, например, для деталей в условиях 

ползучести. Без знания начального НДС невозможно не только решать соответ-

ствующую краевую задачу, но невозможно корректно сформулировать постанов-

ку этой задачи. 

Следует отметить, что факт расслоения эпюр остаточных напряжений θσres и 

σres
z  при анизотропном характере упрочнения цилиндрических изделий теорети-

чески описан впервые. Отсюда следует важность исследования влияния парамет-

ра анизотропии α  на характер формирования полей остаточных напряжений в 

упрочнённом слое, поскольку, например, величина ( )σ = σres res
z z r  входит инте-

грально в критерий разрушения упрочнённых образцов в условиях многоциклово-

го нагружения. Эта задача и её анализ являются целью следующего пункта 2.4. 



 

 

Таблица 2.2. Технология упрочнения, параметры аппроксимации (1.14), значения параметра анизотропии α  и среднеквадратические откло-
нения θ∆ , z∆  для сплошных цилиндров 

Метод упрочнения Марка стали 
Радиус образ-

ца, мм 
Рис. 

0σ , 1σ , b , 0h , *h , 
α  θ∆  z∆  

МПа МПа мкм мкм мкм 

ГДО 

12Х18Н10Т 5 2.11 13,58 420,43 122 283 58 1 - 0,060 

30ХГСА 5 2.12 19,74 449,74 177 378 65 1 - 0,050 

Сталь 45 5 2.13 17,82 396,38 167 378 83 1 - 0,132 

ЭИ961 3,75 2.14 44,76 1284,96 93 224 53 1 - 0,043 

ЭИ437Б 5 2.15 33,01 1063,49 150 302 22 1 - 0,12 

В93 5 2.16 9,55 328,05 164 309 0 1 - 0,107 

Обработка микроша-
риками 

12Х18Н10Т 5 2.17 13,67 664,32 116 229 0 1 - 0,097 

30ХГСА 5 2.18 6,14 432,86 80 165 0 1 - 0,263 

Обкатка роликом 

12Х18Н10Т 5 2.19 11,78 212,48 212 456 95 8,2 0,115 0,120 

30ХГСА 5 2.20 19,22 323,22 387 756 105 16,6 0,035 0,164 

сталь 40Х 12,5 2.21 18,08 310,68 663 1260 142 12,3 0,057 0,123 

Алмазное выглажи-
вание 

ЭИ961 5 2.22 18,88 451,88 236 420 0 14,6 0,026 0,167 
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а 

 

б 

Рис. 2.11. Сплошной образец из стали 12Х18Н10Т, 10d = мм, поля ОН (а) и пластических 

деформаций (б) после ГДО: 1 – осевая компонента res
zσ , zq ; 2 – окружная компонента res

θσ , qθ ; 

3 – радиальная компонента res
rσ , rq ; значки – эксперимент [80]; сплошные линии – расчёт; 

1α =  
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а 

 

б 

Рис. 2.12. Сплошной образец из стали 30ХГСА, 10d = мм, поля ОН (а) и пластических 

деформаций (б) после ГДО: 1 – осевая компонента σres
z , zq ; 2 – окружная компонента θσres, θq ; 

3 – радиальная компонента σres
r , rq ; значки – эксперимент [80]; сплошные линии – расчёт; 

1α =  
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а 

 

б 

Рис. 2.13. Сплошной образец из стали 45, 10d = мм, поля ОН (а) и пластических деформаций 

(б) после ГДО: 1 – осевая компонента σres
z , zq ; 2 – окружная компонента θσres, θq ; 3 – 

радиальная компонента σres
r , rq ; значки – эксперимент [80]; сплошные линии – расчёт; 1α =  
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а 

 

б 

Рис. 2.14. Сплошной образец из сплава ЭИ961, 7,5d = мм, поля ОН (а) и пластических 

деформаций (б) после ГДО: 1 – осевая компонента σres
z , zq ; 2 – окружная компонента θσres, θq ; 

3 – радиальная компонента σres
r , rq ; значки – эксперимент [80]; сплошные линии – расчёт; 

1α =  
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а 

 

б 

Рис. 2.15. Сплошной образец из сплава ЭИ437Б, 10d = мм, поля ОН (а) и пластических 

деформаций (б) после ГДО: 1 – осевая компонента σres
z , zq ; 2 – окружная компонента θσres, θq ; 

3 – радиальная компонента σres
r , rq ; значки – эксперимент [80]; сплошные линии – расчёт; 

1α =  
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а 

 

б 

Рис. 2.16. Сплошной образец из сплава В93, 10d = мм, поля ОН (а) и пластических деформаций 

(б) после ГДО: 1 – осевая компонента σres
z , zq ; 2 – окружная компонента θσres, θq ; 3 – 

радиальная компонента σres
r , rq ; значки – эксперимент [80]; сплошные линии – расчёт; 1α =  
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а 

 

б 

Рис. 2.17. Сплошной образец из жаропрочной стали 12Х18Н10Т, 10d = мм, поля ОН (а) и 

пластических деформаций (б) после обработки микрошариками: 1 – осевая компонента σres
z , 

zq ; 2 – окружная компонента θσres, θq ; 3 – радиальная компонента σres
r , rq ; значки – 

эксперимент [80]; сплошные линии – расчёт; 1α =  
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Рис. 2.18. Сплошной образец их стали 30ХГСА, 10d = мм, поля ОН (а) и пластических 

деформаций (б) после обработки микрошариками: 1 – осевая компонента σres
z , zq ; 2 – окружная 

компонента θσres, θq ; 3 – радиальная компонента σres
r , rq ; значки – эксперимент [80]; 

сплошные линии – расчёт; 1α =  
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Рис. 2.19. Сплошной образец из жаропрочной стали 12Х18Н10Т, 10d = мм, поля ОН (а) и 

пластических деформаций (б) после обкатки роликом: 1 – осевая компонента σres
z , zq ; 2 – 

окружная компонента θσres, θq ; 3 – радиальная компонента σres
r , rq ; значки – эксперимент [80]; 

сплошные линии – расчёт; 8,2α =  
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б 

Рис. 2.20. Сплошной образец их стали 30ХГСА, 10d = мм, поля ОН (а) и пластических 

деформаций (б) после обкатки роликом: 1 – осевая компонента σres
z , zq ; 2 – окружная 

компонента θσres, θq ; 3 – радиальная компонента σres
r , rq ; значки – эксперимент [80]; 

сплошные линии – расчёт; 16,6α =  
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Рис. 2.21. Сплошной образец их стали 40Х, 25d = мм, поля ОН (а) и пластических деформаций 

(б) после обкатки роликом: 1 – осевая компонента σres
z , zq ; 2 – окружная компонента θσres, θq ; 

2 – радиальная компонента σres
r , rq ; значки – эксперимент [80]; сплошные линии – расчёт; 

12,3α =  
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Рис. 2.22. Сплошной образец из сплава ЭИ961, 10d = мм, поля ОН (а) и пластических 

деформаций (б) после алмазного выглаживания: 1 – осевая компонента σres
z , zq ; 2 – окружная 

компонента θσres, θq ; 3 – радиальная компонента σres
r , rq ; значки – эксперимент [80]; 

сплошные линии – расчёт; 14,6α =  



 

 

82 

 

2.4. Анализ влияния параметра анизотропии на распределение полей 

остаточных напряжений в полом упрочнённом цилиндрическом образце 

Проанализируем характер и степень влияния параметра анизотропии α , свя-

зывающего окружную и осевую компоненты тензора пластических деформаций в 

соотношении (2.8), на распределение полей ОН. Рассмотрим полый цилиндриче-

ский образец из стали 45 с внутренним и внешним радиусами 22.5 мм и 25.75 мм 

соответственно, упрочнённый с помощью обкатки роликом [80]. На рис. 2.23 

представлены экспериментальные (значки) и расчётные (линия) значения эпюры 

окружной компоненты тензора ОН res
θσ  в зависимости от глубины слоя 2= −h R r . 

Для одной и той же зависимости ( )θσres h  исследуем влияние параметра анизотро-

пии α  на остальные компоненты тензора ОН, рассчитывая напряжённое состоя-

ние по схеме (2.37), считая исходными экспериментальные данные для окружных 

напряжений. 
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Рис. 2.23. Экспериментальная (значки) и расчётная (линия) эпюры остаточных напряжений 

( )res hθσ  для полого цилиндрического образца из стали 45 

Характер эпюры на рис. 2.23 свидетельствует о том, что имеет место случай, 

когда локальный минимум находится внутри поверхностного слоя детали, т.е. 
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* 0≠h . Значения параметров аппроксимации (2.26), определённые по схеме (2.33)

–(2.35), приведены в таблице 2.3. 

Таблица 2.3. Параметры аппроксимации (2.26) и среднеквадратическое отклонение для упроч-
нённых обкаткой роликом полых цилиндрических образцов из стали 45 с внутренним и внеш-
ним радиусами 22.5 мм и 25.75 мм соответственно 

0σ , 

МПа 

1σ , 

МПа 

b , 

мкм 

0h , 

мкм 

*h , 

мкм 
θ∆  

32,69 113,99 418 616 148 0,022 

Исследуем теперь влияние параметра анизотропии α  на остальные компо-

ненты ОН, выполнив качественный и количественный анализ полей осевой и ра-

диальной компонент напряжений. 

На основании (2.5) можно утверждать, что значения σres
r  при одной и той же   

эпюре окружной компоненты не зависят от значения параметра α . На рисунке 

2.24 представлен график радиальной компоненты ОН при заданной эпюре θσres 

(см. рис. 2.23). Как следует из анализа рисунков 2.23 и 2.24, значения θσres по мо-

дулю превышают значения σres
r  почти на два порядка. 

На рисунке 2.25 представлены эпюры осевой компоненты тензора ОН при 

заданном ( )θσres h  (см. рис. 2.23) для различных значений параметра анизотропии 

α . Анализ показывает, что значение α  существенно влияет на величину ( )σres
z h . 

Так, при 0 1< α <  локальный максимум (по модулю) осевых напряжений может 

быть значительно ниже максимума (по модулю) окружной компоненты. В пре-

дельном случае ( 0α = ) максимум θσres больше максимума σres
z  почти в три раза. 

При 1α =  эпюры окружной и осевой компонент тензор ОН практически одинако-

вы. При 1α >  максимум θσres, наоборот, меньше максимума σres
z , а при устремле-

нии α  к бесконечности значения осевой компоненты превышают значения 

окружной в три раза. 
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Рис. 2.24. Расчётная эпюра радиальной компоненты тензора ОН ( )res
r hσ  (материал – сталь 45) 

 

Рис. 2.25. Распределение осевых остаточных напряжений ( )res
z hσ  в зависимости от параметра 

анизотропии α  (материал – сталь 45) 
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Проведённый анализ полей остаточных напряжений и оценка влияния пара-

метра анизотропии позволяют сделать вывод о том, что повышая α  для конкрет-

ной технологии ППД, можно добиться значительного увеличения интенсивности 

осевых сжимающих ОН. Ввиду того, что эта компонента используется для оценки 

эффективности упрочнения, тем самым можно повысить эффективность процеду-

ры ППД. 

В свою очередь, неучёт параметра анизотропии при решении задач механики 

упрочнённых конструкций может привести к значительным погрешностям. Осо-

бенно существенно это может проявиться при использовании методов упрочне-

ния, относящихся к режиму анизотропного нагружения и приводящих к α , суще-

ственно отличающихся от единицы. 

Следует отметить, что аналогичные результаты для сплошного цилиндра бы-

ли получены и в работе [5]. 

2.6. Выводы по главе 2 

1. Разработан феноменологический метод восстановления полной картины 

напряжённо-деформированного состояния в поверхностном слое анизо-

тропно упрочнённых полых цилиндрических образцов по одной или двум 

экспериментально замеренным компонентам тензора остаточных напря-

жений. 

2. Предложена аналитическая зависимость для аппроксимации и последу-

ющей экстраполяции дискретных экспериментальных значений эпюры 

окружной компоненты тензора остаточных напряжений. Разработана ме-

тодика определения параметров аппроксимации, обеспечивающих вы-

полнение условий самоуравновешенности ОН в детали. Предложен алго-

ритм уточнения параметров аппроксимации, позволяющий минимизиро-

вать отклонения расчётных значений напряжений от экспериментальных. 
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В качестве оценки погрешности выбран функционал нормированного 

среднеквадратического отклонения. 

3. С помощью разработанного программного комплекса выполнена апроба-

ция предложенной методики и алгоритма идентификации параметров ап-

проксимации на экспериментальных данных для полых цилиндрических 

образцов из сталей 45 и 40Х; установлено хорошее соответствие расчёт-

ных и экспериментальных данных. 

4. Выполнена проверка адекватности предложенной математической моде-

ли оценки НДС упрочнённых полых цилиндрических образцов из сталей 

45 и 40Х экспериментальным данным при гидродробеструйной обработке 

поверхности и при обкатке роликом. Установлено хорошее соответствие 

расчётных и экспериментальных данных. 

5. Выполнена экспериментальная проверка методики восстановления НДС в 

сплошном упрочнённом цилиндрическом образце, предложенной ранее, 

для четырёх технологий упрочнения (гидродробеструйная обработка, об-

работка микрошариками, обкатка роликом, алмазное выглаживание) об-

разцов из 7 материалов (сталь 12Х18Н10Т, 30ХГСА, сталь 45, сталь 40Х, 

сплав ЭИ961, сплав ЭИ437Б, сплав В95). Наблюдается хорошее  соответ-

ствие расчётных и экспериментальных данных. 

6. Проведён анализ качественного и количественного влияния параметра 

анизотропии α  на характер распределения полей остаточных напряжений 

в полых цилиндрических образцах. Установлено, что при одной и той же 

эпюре окружных напряжений параметр α  может давать троекратное от-

клонение σres
z  от θσres как в большую, так и в меньшую сторону. Сделан 

вывод о возможности получения существенных погрешностей в случае 

неучёта параметра анизотропии.  
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Глава 3. Математическое моделирование кинетики полей 

остаточных напряжений и пластических деформаций при 

температурном нагреве изделия 

В работах [92–95, 103, 104, 108, 115] приводятся методики расчёта кинетики 

ОН и пластических деформаций в упрочнённых элементах конструкций, эксплуа-

тирующихся в условиях ползучести при силовых и температурных нагрузках. В 

качестве исходного (начального) НДС детали берутся поля внутренних напряже-

ний и деформаций, восстановленные после процедуры упрочнения. Одним из не-

достатков этих работ является то, что в начальный момент времени не учитыва-

лось перераспределение напряжений вследствие изменения модуля упругости, 

обусловленного чисто температурным нагревом изделия. 

Ввиду основополагающего значения первоначального НДС при решении 

краевой задачи релаксации ОН исключительную важность приобретает задача 

расчёта полей внутренних напряжений при изменении температуры. Поэтому од-

ной из задач данного диссертационного исследования ставится разработка метода 

расчёта полей ОН и упругих деформаций в упрочнённых деталях при нагреве. 

Материал главы излагается в соответствии с работой автора [127]. 

3.1. Постановка задачи 

Рассмотрим сплошной цилиндрический образец радиуса r a= . Предполо-

жим, что одной из технологических процедур в его поверхностном слое наводятся 

поля остаточных напряжений и пластических деформаций при температуре 0T , а 

затем образец нагревается до температуры 1T  (рассматривается установившееся 

(стационарное) температурное поле цилиндрического образца). Как правило, 

упрочнение происходит при нормальной (комнатной) температуре 0T  (за исклю-

чением термопластического упрочнения). Задача решается в стандартной цилин-

дрической системе координат r , θ , z. Как и в предыдущем пункте, обозначим 
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через θσres, σres
r  и σres

z  окружное, радиальное и осевое остаточные напряжения, а 

через θq , rq  и zq  – соответствующие компоненты тензора остаточных пластиче-

ских деформаций. Недиагональными компонентами тензоров остаточных напря-

жений и деформаций пренебрегаем в силу их малости по сравнению с нормаль-

ными компонентами. В предположении, что вторичные пластические деформации 

в области сжатия поверхностного слоя отсутствуют и экспериментально известна 

компонента ( )θ θσ = σres res r , восстанавливается полная картина НДС по схеме (2.25) 

с механическими характеристиками, соответствующими температуре 0T . 

Пусть теперь температура T  цилиндрического образца повышается от 0T  до 

величины 1T , причём 1 0≫T T . Обозначим модуль Юнга материала при 0=T T  че-

рез 0E , а при 1=T T  – через 1E  (очевидно, что 1 0<E E ). Требуется оценить поля 

остаточных напряжений при 1=T T .  

3.2. Методика расчёта кинетики напряжённо-деформированного 

состояния в поверхностно упрочнённом слое при температурном нагреве 

изделия 

Будем предполагать, что при повышении температуры в цилиндрическом об-

разце не возникает дополнительных пластических деформаций за счёт термиче-

ского разупрочнения характеристик пластичности материала. При этом предпо-

ложении величина ( )θ θσ = σres res r  при 1=T T  может быть определена из решения 

интегрального уравнения (2.22) с использованием (2.5) и 1=E E , поскольку ( )θq r  

известна и не зависит от температуры. Но эта задача сложная и её решение про-

блематично. Поэтому предлагается следующий приём, позволяющий свести по-

ставленную задачу к задаче фиктивной ползучести, методика решения которой 

разработана и реализована в [95]. Предположим, что в процессе нагрева модуль 

Юнга изменяется во времени по закону 
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 ( ) ( )( )0 1 01 −= + − −tE t E e E E , (3.1) 

где t  – некоторое фиктивное время (параметр нагружения), при этом при 10>t  

величина 0− ≈te  и ( ) 1=E t E , т.е. имеем состояние, соответствующее температуре 

1=T T , а при 0=t  – ( ) 00 =E E , т.е. имеем состояние при 0=T T . 

Тогда с учётом обозначений 

( ) ( ) ( ) ( )0 , , , ,θσ = σ + σ + σres res res res
z rr t r t r t r t , 

( ) ( ) ( ) ( )00

0

1 , ,
,

+ µ σ − µσ
=

res res
i

i
r t r t

e r t
E

 ( , ,= θi r z ),     * 0 1

0

−
=

E E
E

E
 

и соотношения (3.1) имеем 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

0

0
*

1 , ,
,

1
, , , .

1 1 −

+ µ σ − µσ
= =

= = θ
− −

res res
i

i

i t

r t r t
e r t

E t

e r t i r z
e E

 

Раскладывая второй сомножитель в предыдущем равенстве в ряд Тейлора, и 

ограничиваясь членами первого порядка малости относительно величины *E , по-

лучим 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 *, , , 1 , , .−= + − = θt
i i ie r t e r t e r t e E i r z  (3.2) 

Второе слагаемое в правой части (3.2) назовём деформацией фиктивной пол-

зучести (псевдоползучести) и обозначим через ( , )ih r t , т.е. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 *

0

1 , ,
, 1 , ,−+ µ σ − µσ

= − = θ
res res
i t

i
r t r t

h r t e E i r z
E

, 

или в дифференциальной форме 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
*

0
0

, 1 , , , = + µ σ − µσ − 
ɺ res res
i i i

E
h r t r t r t h r t

E
. (3.3) 
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Соотношение (3.3) по внешнему виду соответствует варианту линейной 

наследственной теории вязкоупругости с экспоненциальным ядром ползучести и 

начальными данными ( ),0 0=ih r  ( ), ,= θi r z . 

Если теперь представить полную деформацию ( ),εi r t  в виде: 

 ( ) ( ) ( ) ( )0, , ,ε = + +i i i ir t e r t q r h r t  ( ), ,= θi r z , (3.4) 

то для расчёта напряжённо-деформированного состояния в процессе нагревания 

цилиндрического изделия до температуры 1=T T  можно использовать разработан-

ный в [95] прямой метод решения краевой задачи ползучести упрочнённого ци-

линдрического образца и в качестве конечного решения использовать асимптоти-

ческое решение при → ∞t  (на практике это соответствует «времени» 10>t , по-

скольку здесь 0− ≈te ). В качестве замечания следует отметить, что температур-

ные деформации в (3.4) не учитываются, поскольку они не влияют на напряжён-

ное состояние в силу однородности температурного поля по объёму цилиндриче-

ского образца. 

3.3. Апробация методики, результаты расчётов и анализ результатов 

В качестве иллюстрации предложенного метода были просчитаны варианты 

для сплошных цилиндрических образцов радиуса =r R  из различных материалов, 

упрочнённых по различным технологиям: сплав ЭИ691 ( 5=R мм , алмазное вы-

глаживание, коэффициент анизотропии 14,6α = ), сталь 30ХГСА ( 7,5=R мм , об-

катка роликом, коэффициент анизотропии 16,6α = ), сталь 12Х18Н10Т ( 5=R мм , 

обкатка роликом, коэффициент анизотропии 8,2α = ), сталь 45 ( 5=R мм , гидро-

дробеструйная обработка, коэффициент анизотропии 1α = ). Зависимости моду-

лей Юнга для этих материалов от температуры приведены в таблице 3.1. Предпо-

лагалось, что упрочнение материалов производилось при начальной комнатной 

температуре 0 20=T °C, а нагревание производилось до температуры 1=T T , соот-

ветствующей последнему значению соответствующего столбца таблицы. Экспе-
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риментальные данные для остаточных напряжений после процедуры упрочнения 

при 0=T T  для образцов из указанных материалов заимствованы из работы [80]. 

Начальное напряжённо-деформированное состояние, соответствующее 0 20=T °C, 

рассчитывалось по схеме (2.25) с использованием программного комплекса, спро-

ектированного и разработанного автором настоящего диссертационного исследо-

вания. Решение задачи фиктивной ползучести осуществлялось численно шагами 

по времени на основании прямого метода решения ползучести сплошного упроч-

нённого цилиндрического образца, предложенного В. П. Радченко и М. Н. Сауш-

киным в [95]. На основании этой методики, которая изложена в приложении 1, 

был также разработан соответствующий программный продукт, на основании ко-

торого и осуществлялись расчёты. Подробно характеристики программного ком-

плекса изложены в пятой главе. 

Таблица 3.1. Модуль упругости материалов при различных температурах 

T, °C 
ЭИ961 30ХГСА 12Х18Н10Т 

Сталь 
45 

Модуль Юнга E⋅ 10-5, МПа 
20 2,00 2,15 1,98 2,10 
100 1,98 2,11 1,94 2,05 
200 1,87 2,03 1,89 1,93 
300 1,75 1,96 1,81 1,90 
400 1,65 1,84 1,74 1,72 
500 1,45 1,73 1,66 1,60 
600 1,09 1,64 1,57 - 
700 - 1,43 1,47 - 
800 - 1,25 - - 

На рис. 3.1, 3.2 показаны исходная ( 0=T T ) и конечная ( 1=T T ) эпюры напря-

жения θσ  и σz для рассмотренных экспериментов. Исходные эпюры при 0=T T  

рассчитаны по схеме (2.25) на основании соответствующих экспериментальных 

данных (значки), а конечные при 1=T T  – по предлагаемой методике. Наблюдает-

ся значительное уменьшение по модулю значений компонент тензора остаточных 
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напряжений (до 35%). Это говорит о том, что нагрев изделия в значительной сте-

пени влияет на НДС упрочнённого образца. 

 

а 

 

б 

Рис. 3.1 Перераспределение остаточных напряжений при нагреве цилиндрического образца: 1 – 

окружная компонента res
θσ ; 2 – осевая компонента res

zσ ; значки – эксперимент [80] при 0T T= ; 

расчётные при 0T T=  (сплошные линии) и при 1T T=  (штриховые линии) значения остаточных 

напряжений; а) ЭИ961, алмазное выглаживание (20 °C→600 °C),  14.6α = ;  
б) 30ХГСА, обкатка роликом (20 °C→800 °C),  16.6α =  
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а 

 

б 

Рис. 3.2 Перераспределение остаточных напряжений при нагреве цилиндрического образца: 1 – 

окружная компонента res
θσ ; 2 – осевая компонента res

zσ ; значки – эксперимент [80] при 0T T= ; 

расчётные при 0T T=  (сплошные линии) и при 1T T=  (штриховые линии) значения остаточных 

напряжений; а) 12Х18Н10Т, обкатка роликом (20 °C→700 °C), 8.2α = ; б) сталь 45, 
гидродробеструйная обработка (20 °C→500 °C),  1α =  

На рис. 3.3 в качестве примера отображена зависимость максимального зна-

чения (по модулю) эпюры осевой компоненты тензора ОН σres
z  от температуры 

для образца из стали 30ХГСА. 
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Рис. 3.3 Зависимость максимального значения (по модулю) компоненты res
zσ   

от конечной температуры 1=T T  нагрева образца (сталь 30ХГСА) 

3.4. Выводы по главе 3 

Предложен метод моделирования изменения НДС изделия при температур-

ном нагреве. Приведены результаты расчётов для образцов из различных матери-

алов, упрочнённых разными технологическими способами. 

Анализ полученных результатов показывает, что вследствие чисто темпера-

турного нагрева изделия наблюдается значительное перераспределение полей ОН 

в упрочнённом слое. Одним из возможных применений данной методики является 

оценка скорости релаксации остаточных напряжений вследствие ползучести как в 

условиях чисто температурных выдержек без внешних нагрузок (термоэкспози-

ция образца), так и в условиях температурно-силового нагружения цилиндриче-

ского образца. При этом НДС к окончанию момента прогрева ( 1=T T ) играет роль 

начальных данных для решения задачи ползучести упрочнённого образца. 
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Глава  4. Решение краевой задачи релаксации остаточных 

напряжений в условиях ползучести 

В общем и авиационном машиностроении, а также в нефтехимической про-

мышленности к конструкциям и деталям предъявляются высокие требования по 

долговечности, надёжности и износостойкости. Как уже отмечалось в главе 1, од-

ним из способов повышения прочностных характеристик изделий является наве-

дение сжимающих ОН. В связи с тем, что повреждения детали (усталостная тре-

щина, коррозия и т.п.) начинаются, как правило, с поверхностного слоя, широкое 

распространение получили методы поверхностного упрочнения, при которых по-

ля внутренних сжимающих напряжений реализуются лишь вблизи поверхности. 

Однако поверхностный слой в процессе эксплуатации подвергается значительным 

силовым и температурным нагрузкам, которые приводят к появлению деформа-

ции ползучести в материале изделия, что, в свою очередь, вызывает релаксацию 

ОН в упрочнённом слое на фоне реологического деформирования изделия. Опре-

деляющее влияние ОН на надёжность детали делает задачу расчёта кинетики 

НДС изделия в процессе эксплуатации в условиях высокотемпературной ползуче-

сти чрезвычайно важной как с практической, так и с теоретической точек зрения. 

4.1. Постановка задачи 

Решение краевой задачи релаксации ОН в упрочнённом слое в условиях пол-

зучести предполагает определение полной картины НДС в любой момент времени 

в процессе эксплуатации детали. В работах В. П. Радченко и М. Н. Саушкина [92, 

94] рассматриваются сплошные цилиндрические образцы, находящиеся под дей-

ствием продольной растягивающей нагрузки. Предлагается рассчитывать релак-

сацию в так называемом режиме «жёсткого нагружения» при известных деформа-

циях на поверхности элемента конструкции. При этом выполняется декомпозиция 

детали на упрочнённый поверхностный слой и «тело» конструкции, а решения 

краевых задач для этих двух элементов склеиваются. Недостатком данного под-
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хода является невозможность теоретической оценки погрешности метода вслед-

ствие декомпозиции упрочнённого цилиндрического образца на «слой» и «тело» и 

последующей склейки решений двух краевых задач. 

В работе [95] предложен иной подход, основанный на прямом численном 

решении краевой задачи релаксации ОН в сплошной цилиндрическом образце в 

условиях ползучести при растяжении образца, который развивался далее в работе 

[5]. В публикациях [95, 108] выполнена частичная экспериментальная проверка 

этого метода в условиях чистой термоэкспозиции (температурной выдержки без 

растягивающей нагрузки), выполнено сравнение данных расчёта релаксации оста-

точных напряжений вследствие ползучести в сплошных цилиндрических образ-

цах из сплава ЭИ961 при 400T = °C с экспериментальными данными. Однако в 

цитируемых работах [5, 95, 108] не учитывалось перераспределение полей ОН 

вследствие «мгновенного» изменения температуры до температуры испытаний 

при термоэкспозиции. В настоящее время отсутствуют экспериментальные иссле-

дования и теоретический анализ влияния растягивающей нагрузки на кинетику 

остаточных напряжений вследствие ползучести для сплошных образцов. Есте-

ственным образом возникает задача обобщения метода работы [95] на полые ци-

линдрические образцы и необходимость его экспериментальной проверки. 

В связи с вышеизложенными, целями данной главы являются: 

1) разработка прямого метода решения краевой задачи о ползучести растя-

гиваемого полого цилиндра с наведёнными в поверхностном слое полями 

сжимающих ОН; 

2) теоретическое и экспериментальное исследование влияния растягиваю-

щей нагрузки на релаксацию остаточных напряжений в условиях ползу-

чести для полых и сплошных цилиндрических образцов с учётом ступен-

чатых изменений температурного режима нагружения; 

3) разработка алгоритмического и программного обеспечения для решения 

поставленной задачи; 
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4) экспериментальная проверка предлагаемых методик и алгоритмов реше-

ния краевых задач о ползучести полого и сплошного цилиндров с наве-

дёнными полями ОН. 

4.2. Прямой метод решения краевой задачи релаксации остаточных 

напряжений в полом цилиндре 

Рассмотрим находящийся под действием растягивающей продольной силы 

( )F t  полый цилиндрический образец с внутренним и внешним радиусами 1R  и 2R  

соответственно. В поверхностно упрочнённом внешнем слое наведены поля оста-

точных напряжений и пластических деформаций. 

Аналогично главе 2, введём стандартную цилиндрическую систему коорди-

нат , ,r zθ . Постановка краевой задачи в любой момент времени t  включает: 

— уравнения равновесия 

 
( , )

( , ) ( , )r
r

d r t
r r t r t

dr θ
σ + σ = σ ; (4.1) 

 
2

1

( )
( , )

2

R

z
R

F t
r t rdrσ =

π∫ , (4.2) 

где ( , )r r tσ , ( , )r tθσ , ( , )z r tσ  – радиальная, окружная и осевая компоненты тензора 

напряжений в полом цилиндре соответственно; 

— уравнение совместности деформаций 

 
( , )

( , ) ( , )r

d r t
r r t r t

dr
θ

θ
ε + ε = ε , (4.3) 

где ( , )r r tε , ( , )r tθε   радиальная и окружная компоненты тензора полных деформа-

ций соответственно; 

— гипотезу плоских сечений: 

 *( , ) ( )z zr t tε = ε , (4.4) 

где ( , )z r tε   – осевая компонента тензора полных деформаций; 

— краевые условия 
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1

( , ) 0r r R
r t

=
σ = ; 

2
( , ) 0r r R
r t

=
σ = .  (4.5) 

Здесь и далее предполагается, что касательные компоненты тензоров ОН и де-

формаций равны нулю или малы по сравнению с нормальными, и ими можно 

пренебречь. 

В качестве замечания отметим, что время t  в компонентах тензоров напря-

жений и деформаций входит параметрически, поэтому в формулах (4.1), (4.3) и 

везде далее входят не частные, а обычные производные по пространственной пе-

ременной r . 

Главные компоненты тензора полной деформации цилиндрического образца 
0
iε  ( , ,i r z≡ θ ), приобретённой в результате упрочняющей обработки, представим в 

следующем виде  [87]: 

 ( ) ( ) ( )0 0
i i ir e r q rε = + .  (4.6) 

Сформулируем начальные условия. Непосредственно после упрочнения (в 

момент времени 0 0t = − ) напряжённо-деформированное состояние цилиндра 

описывается напряжениями ( )res
i rσ  ( , , )i r z≡ θ , которые определяются по методи-

ке, изложенной в главе 2, и соотношениями для деформаций, следующими из (4.6) 

и закона Гука: 

( )
( )
( )

0

0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

res res res
r r z r

res res res
r z

res res res
z z r z

r r r r E q r

r r r r E q r

r r r r E q r

θ

θ θ θ

θ

 ε = σ − µ σ + σ + 
 ε = σ − µ σ + σ + 
 ε = σ − µ σ + σ + 

 

Здесь E – модуль Юнга, µ – коэффициент Пуассона. 

Пусть в момент времени 0 0t = +  к цилиндру приложена продольная растя-

гивающая сила 2
0 0zF a= σ π  ( 0zσ  – осевое («рабочее») напряжение). В этом случае 

происходит «упругий» скачок осевых напряжений: 

 0( ,0 0) ( )σ + = σ + σres res
z z zr r   (4.7) 

и как следствие – скачок деформаций: 
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( )
( )

( )

0

0

0

( ,0 0) ( ) ( ) ( ,0 0) ( ),

( ,0 0) ( ) ( ) ( ,0 0) ( ),

( ,0 0) ( ,0 0) ( ) ( ) ( ).

res res res
r r z r

res res res
r z

res res res
z z r z

r r r r E q r

r r r r E q r

r r r r E q r

θ

θ θ θ

θ

 ε + = σ − µ σ + σ + + 
 ε + = σ − µ σ + σ + + 
 ε + = σ + − µ σ + σ + 

 (4.8) 

Таким образом, исходное НДС в полом цилиндрическом образце при 

0 0= +t  считается известным. 

Соотношения (4.7), (4.8), задающие исходное напряжённо-деформированное 

состояние цилиндра после поверхностного пластического деформирования и 

нагружения цилиндра продольной растягивающей силой, являются начальными 

данными для краевой задачи ползучести. 

Уравнения (4.3)–(4.8) замыкаются определяющими соотношениями в диффе-

ренциальной форме, связывающими компоненты тензоров деформаций ползуче-

сти и напряжений (нагрузка 0F  такова, что дополнительные пластические дефор-

мации в сечении цилиндра не возникают). 

При высоких температурах и в условиях силового нагружения происходит 

перераспределение полей ОН и неупругих деформаций на фоне реологического 

деформирования самой детали. Для того чтобы смоделировать релаксацию необ-

ходимо выразить компоненты тензора напряжений из соответствующих уравне-

ний. 

В цилиндре, в котором наведены поля пластических деформаций, компонен-

ты тензора полной деформации в любой момент времени t  представляются в виде 

суммы 

 ( , ) ( , ) ( ) ( , )i i i ir t e r t q r p r tε = + +    ( , , )i r z≡ θ , (4.9) 

где ( , )ie r t , ( )iq r , ( , )ip r t  – упругая, остаточная пластическая деформация и де-

формация ползучести соответственно. Для осевой компоненты zε  из (4.4), (4.9) 

получаем 

 *( , ) ( ) ( , ) ( )z z z ze r t q r p r t t+ + = ε . (4.10) 

Запишем закон Гука для упругих деформаций: 
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 ( )0( , ) ( , ) ( , ) ( , t)θ = σ − µ σ + σ 
res res res

r r ze r t r t r t r E ;  (4.11) 

 ( )0( , ) ( , ) ( , ) ( , t)θ θ = σ − µ σ + σ 
res res res

r ze r t r t r t r E ;  (4.12) 

 ( )0( , ) ( , t) ( , ) ( , )θ = σ − µ σ + σ 
res res res

z z re r t r r t r t E .  (4.13) 

С учётом (4.13), из (4.10) находим 

( ) *( , ) ( , ) ( , t) ( ) ( , ) ( )θ σ − µ σ + σ + + = ε 
res res res
z r z z zr t r t r E q r p r t t , 

откуда следует 

 ( )*( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )z z z z rr t t q r p r t E r t r tθσ = ε − − + µ σ + σ   .  (4.14) 

Исключим компоненту zσ , вычтя из (4.11) уравнение (4.12): 

 [ ]( , ) ( , ) (1 ) ( , ) ( , )r re r t e r t r t r t Eθ θ− = + µ σ − σ . (4.15) 

С учётом уравнения (4.1) соотношение (4.15) принимает вид 

 
( , )(1 )

( , ) ( , ) r
r

d r t
e r t e r t r

E drθ
σ+ µ  − = −  

 
.  (4.16) 

Продифференцировав соотношение (4.12) по r , запишем: 

 
( , ) ( , ) ( , ) ( , )1 r zde r t d r t d r t d r t

dr E dr dr dr
θ θσ σ σ  = − µ +  

  
.  (4.17) 

Напомним, что здесь и далее переменная t  является параметром, поэтому в пре-

образованиях используется оператор полной производной по переменной r . 

Дифференцируя (4.14) по переменной r  с учётом условия * ( ) 0zd t drε =  и 

подставляя полученное соотношение в (4.17), находим 

 

( , ) ( , ) ( , )1
(1 )

( ) ( , )
.

1

r

z z

de r t d r t d r t

dr E dr dr
dq r dp r tE

dr dr

θ θσ σ+ µ = − µ − µ +


µ  + + + µ  

 (4.18) 

Из уравнений (4.1), (4.12) следует 

 
2

2

( , ) ( , ) ( , )
2 r rd r t d r t d r t

r
dr dr dr
θσ σ σ= + .  (4.19) 
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С использованием (4.19) исключим из (4.18) величину d drθσ : 

 

2

2

( , ) ( , ) ( , )1
(1 ) (2 3 )

( ) ( , )
.

1

r r

z z

de r t d r t d r t
r

dr E dr dr

dq r dp r tE

dr dr

θ σ σ+ µ= − µ + − µ


µ  + + + µ  

  (4.20) 

С учётом (4.9), (4.16) уравнение (4.3) преобразуем к виду 

 
( )

( )

( , ) ( , )1
( ) ( )

( ) ( , )
( , ) ( , ) .

r
r

r

de r t d r t
r r q r q r

dr E dr
dq r dp r t

p r t p r t r
dr dr

θ
θ

θ θ
θ

σ+ µ  = − + − + 
 

 − − + 
 

 (4.21) 

Подставляя (4.20) в (4.21), с учётом zq qθ= α , (1 )rq qθ= − + α  получаем обык-

новенное дифференциальное уравнение относительно rσ : 

 
2

2
2

( , ) ( , )
3 ( , )r rd r t d r t

r r g r t
dr dr

σ σ+ =  (4.22) 

с граничными условиями 

 
1

( , ) 0r r R
r t

=
σ = ,   

2
( , ) 0r r R
r t

=
σ = . (4.23) 

Здесь 

2

2
( , ) ( ) ( , ) ( , )

1 1
( , ) ( , ) ( )

(1 ) .
1

r r

z r

E
g r t q r p r t p r t

dp r t dp r t dq rr
r

dr dr dr

θ

θ

+ α= + −− µ + α
 − + µ + + αµ  + α  

 

С учётом (4.23) решение (4.22) записывается следующим образом: 

 
1 1

3 2 2
1

1 1 1
( , ) ( , )

2

r

r
R R

C
r t g t d d

R r

ξ   
σ = η η η ξ + −   ξ   

∫ ∫ . (4.24) 

С учётом второго граничного условия из (4.23): 

( )
2

1 1

2 2
1 2

32 2
2 1

2 1
( , )

R

R R

R R
C g t d d

R R

ξ 
= − η η η ξ ξ−  

∫ ∫ . 

Зная rσ , из (4.12) определяем θσ : 
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( , )

( , ) ( , ) r
r

d r t
r t r t r

drθ
σσ = σ + . (4.25) 

Для определения ( , )z r tσ  по формуле (4.14) необходимо знать величину * ( )z tε . 

Подставляя (4.14) в (4.3), получаем уравнение относительно * ( )z tε , из которого 

следует, что 

( )
2

1

*
0 2 2

2 1

1 2
( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )

R

z z z z r
R

t q r p r t r t r t rdr
E R R E θ

µ ε = σ + + − σ + σ −  
∫ . 

Зная * ( )z tε , из (4.14) находим zσ : 

 [ ]*( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )z z z z rr t q r p r t E r t r tθσ = ε − − + µ σ + σ   . (4.26) 

Таким образом, соотношения (4.24)–(4.26) позволяют определить кинетику 

напряжений в полом цилиндрическом образце при ползучести, причём 

( ,0) ( )res
i ir rσ = σ , поскольку ( ,0) 0ip r =  ( , , )i r z≡ θ . 

При 0t >  деформации ползучести ( , )ip r t  ( , , )i r z≡ θ  рассчитываются по 

напряжениям ( , )i r tσ  в соответствии с выбранной теорией ползучести по схеме 

сложного НДС. Вообще говоря, необратимые деформации ползучести можно рас-

считывать по любой теории, адекватно описывающей экспериментальные данные 

по ползучести рассматриваемого материала. 

В качестве замечания отметим следующее. Если требуется учесть ступенча-

тое изменение температуры с величины 0=T T , соответствующей процедуре 

упрочнения образца, до температуры 1=T T , соответствующей ползучести образца 

под действием растягивающей нагрузки, необходимо чисто формально повторить 

процедуру расчёта фиктивной ползучести, изложенную в главе 3. И далее на по-

лученное поле остаточных напряжений наложить «рабочее» напряжение 0σz  (см. 

формулу (4.7)). Далее, начиная с формулы (4.7), алгоритм решения задачи ползу-

чести повторяется дословно. 
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4.3. Реологическая модель 

Релаксация ОН происходит на фоне деформирования детали, обусловленного 

ползучестью. В формулах (4.9)–(4.26) фигурируют компоненты тензора деформа-

ций ползучести ( , )ip r t  ( , , )i r z≡ θ  и их пространственные производные 
( , )idp r t

dr
 

( , , )i r z≡ θ . Поэтому для решения краевой задачи релаксации ОН необходимо 

применить любую теорию ползучести, которая бы адекватно описывала экспери-

ментальные данные для соответствующего материала. В настоящем диссертаци-

онном исследовании используется модель, которая была предложена и экспери-

ментально апробирована в [86, 87]. Её запись для одноосного НДС в общем слу-

чае имеет вид: 

 ( ) ( ) ( ) ( )pt e t e t p tε = + + ; (4.27) 

 ( ) ( )t
e t

E

σ
=  ; (4.28) 

 ( )
( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

1 1

1

0, ,

, ,

0, , ;

пр

n n
p pp

пр пр

n
p

пр пр

t

a t e t a t e te t

a t e t t

 σ < σ

  λ σ − σ − σ − σ >=    
 σ − σ ≤ σ ≥ σ

ɺ   (4.29) 

 ( ) ( ) ( ) ( );k k
k k

p t u t v t w t= + +∑ ∑  

 ( ) ( ) ( )
2

*

;

n

k k k k

t
u t a u t

 σ 
 = λ − σ   

ɺ  

 ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2

* *

*

, ,

0, ;

n n

k k k k k

k n

k k

t t
b v t b v t

v t
t

b v t

  σ σ   
  λ − >   σ σ      = 
 σ 

≤  σ 

ɺ   (4.30) 
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 ( ) ( ) 1

*

;

m
t

w t c
σ 

=  σ 
ɺ  

 ( ) ( ) ( )( )0 1 ;t t tσ = σ + ω   (4.31) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 .p pt t p t e t e tω = α σ σ + γ σɺ ɺ ɺ  (4.32) 

Здесь ε  – полная деформация; e и pe  – упругая и пластическая деформации соот-

ветственно; p  – деформация ползучести; u , v , w – вязкоупругая, вязкопластиче-

ская и вязкая составляющие деформации ползучести соответственно; 0σ  и σ  – 

номинальное и истинное напряжения соответственно; E – модуль упругости; kλ , 

ka , kb , c , 2n , 1m , *σ  – константы модели, описывающие первую и вторую стадии 

ползучести и её обратимую после снятия нагрузки часть; γ  и α  – параметры мо-

дели, определяющие разупрочнение материала на пластической деформации и 

деформации ползучести соответственно; a, 1n , λ  – константы, описывающие диа-

грамму мгновенного деформирования; 
пр

σ  – предел пропорциональности; ω  – 

скалярный параметр поврежденности. 

В работах [86, 87] показано, что для аппроксимации величин γ  и α  можно 

использовать следующие степенные  соотношения: 

 ( ) 2mpeγ = γ ,     ( ) 30 m
α = α σ . (4.33) 

Для некоторых материалов показатели степени 2m  и 3m  равны нулю и эти вели-

чины являются константами. 

В работе [87] применяется следующий критерий разрушения материала: 

 ( )
* *

0
0 0* *

1
t tp

P c

de dp

A A

σ σ+ =
σ∫ ∫ ,  (4.34) 

где *
pA  и *

CA  – критические величины работ напряжений на пластических дефор-

мациях и деформациях ползучести соответственно, *t  – время разрушения. 
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Для аналитического представления величины ( )0
*
cA σ  использовалась следу-

ющая степенная функция: 

 ( ) ( )0 0
*

Amc
AA σ = α σ , (4.35) 

где Aα  и Am  – константы материала. 

Параметры модели (4.27)–(4.32) и критерия разрушения (4.34) определяются 

на основании диаграммы упругопластического деформирования и серии стацио-

нарных кривых ползучести вплоть до разрушения. Методика определения пара-

метров на основании экспериментальных данных изложена в работе [87]. Там же 

отмечены преимущества модели (4.27)–(4.32) перед существующими одномерны-

ми теориями и приведены эффекты, которые эта модель описывает. 

Согласно [87],  феноменологическая модель неупругого деформирования и 

разрушения материала при сложном напряжённом состоянии со скалярным пара-

метром повреждённости ω  строится на основе обобщения одноосных соотноше-

ний (4.27)–(4.32). Основной вариант соотношений этой модели имеет вид [87]: 

 p
ij ij ij ije e pε = + + ; (4.36) 

 
1

ij ij ij sse
E E

+ µ µ= σ − δ σ ; (4.37) 

 ( )11 22 33

3 1

2 2
p q q q qeνν νν= β − β + β + β ; (4.38) 

 ( ) [ ]

[ ]

1

0

1

0

3 1
0, ,

2 2

, ... 0,

3 1
0, ... 0, ,

2 2

пр

n
q q

пр

пр

при

a S B B

B при

νν

−

νν νν

νν

 σ − σ ≤ σ

  β = λ − σ ⋅ − β ⋅ >    
 ⋅ ≤ σ − σ > σ


ɺ  (4.39) 

 ij ij ij ijp u v w= + + ; (4.40) 

 
1 1

0
* *

1 3 1

2 2

m

ij ij ij

S
w c

−
   = σ − δ σ   σ σ   

ɺ ; (4.41) 
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( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 1

0
* *

,

1
1 ;

k
ij ij

k
n

k k
ij k k k ij k ij ij

u t u t

S
u t a u t

−

 =


     ′ ′ = λ + µ σ − µ σ δ −     σ σ    

∑

ɺ

 (4.42) 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) [ ]

[ ]

2

11 22 33

1

* *

,

1 ,

, ... 0,

0, ... 0;

k

k
k k k k k

k k

n

k
k kk

v t v t

v t t t t t

S
b t

t

νν νν

νν νν

−
νν

νν νν
νν

νν

=


′′ ′′ = + µ β − µ β + β + β


  σ λ − β σ >   β = σ σ     
 σ ≤

∑

ɺ  (4.43) 

 ( )0 1ij ijσ = σ + ω ; (4.44) 

 ( ) ( )2 0
p

ij ij ij ijE e S pω = γ σ + α σɺ ɺ . (4.45) 

Здесь ijε , ije , p
ije , ijp  – полная, упругая, пластическая деформации и деформация 

ползучести соответственно; iju , ijv , ijw  – вязкоупругая, вязкопластическая и вязкая 

составляющие деформации ползучести; ijσ , 0
ijσ  – соответственно компоненты ис-

тинного и номинального тензоров напряжений; E, µ  – упругие константы мате-

риала; 2E , S, 0S  – соответственно интенсивности тензоров пластической дефор-

мации, истинных и номинальных напряжений; a , 1n , λ  – константы модели, опи-

сывающие диаграмму мгновенного упругопластического деформирования; 
пр

σ  – 

предел пропорциональности; kλ , ka , kb , c, 2n , 1m , *σ  – константы модели, при 

помощи которых описываются первая и вторая стадии ползучести материала и её 

обратимая после разгрузки часть; k
′µ , k

′′µ  – коэффициенты Пуассона для обрати-

мой и необратимой компонент деформаций ползучести; q
ijβ , k

ijβ  – соответственно 

активные пластические и вязкопластические деформации, которые можно было 

бы наблюдать при отсутствии пуассоновского сужения материала; ( )2Eγ  и ( )0Sα  

задаются степенными зависимостями вида 
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 ( ) 2
2 1 2

mE Eγ = γ ⋅ , ( ) 3
0 1 0

mS Sα = α ⋅ , (4.46) 

где 1γ , 2m , 1α , 3m  – постоянные модели, контролирующие процессы разупрочне-

ния материала при деформации пластичности и ползучести соответственно. В 

формулах (4.39)–(4.42) введены следующие обозначения: 

 
0

0

0
11 22 33

3 1 3 1
,

2 2 2 2
.

прB signνν νν
   = σ − σ − σ ⋅ σ − σ  

  
σ = σ + σ + σ

 (4.47) 

Расчёт пластической p
ije  и вязкопластической ijv  деформаций осуществляется 

в главных осях, поэтому суммирование по индексу ν  в формулах (4.38), (4.43) и 

(4.47) не выполняется. Модель (4.36)–(4.47) описывает процесс неупругого де-

формирования с изотропным разупрочнением. При записи (4.36)–(4.47) использо-

валась гипотеза соосности тензоров напряжений и деформаций.  

В работе [87] для прогнозирования времени разрушения материала *t  ис-

пользуется критерий разрушения энергетического типа 

 ( ) ( )
* *

*
0 0* * 0

1
pt t

ij ij ij ij

c

de dp
t

A A S

σ σ
Ω = + =∫ ∫ , (4.48) 

где *A  и ( )* 0
cA S  имеют тот же смысл, что и для соотношения (4.34), причём *

cA  

также задаётся формулой (4.35) с заменой 0σ  на интенсивность 0S . 

Ввиду того, что одноосные испытания позволяют определить все параметры 

модели (4.36)–(4.47), её построение не связано с дополнительными эксперимен-

тальными затратами. Для некоторых материалов константы модели можно найти 

в работах [86, 87]. 

Следует отметить, что согласно (4.38) и (4.39) пластические деформации p
ije  

описываются аналогичными по структуре уравнениями, как и вязкопластическая 

компонента v деформации ползучести (4.43), т.е. пластические деформации также 

развиваются во времени. При этом величина { }max
k

kλ
λ λ≫  и скорость деформации 
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пластичности на порядок превышает скорость деформации ползучести. Отсюда 

следует, что к моменту времени, когда пластическая деформация при заданном 

тензоре напряжений достигнет согласно (4.38) и (4.39) асимптотического значе-

ния, накопленная деформация ползучести будет пренебрежимо малой по сравне-

нию с пластической деформацией, т.е. ( ) ( )p
ij ijp t e t≪ . Такой подход к описанию 

пластических деформаций соответствует так называемым эндохронным теориям 

пластичности [44, 69]. Обоснованность применения такого подхода приведена в 

[86]. Соотношения (4.38) и (4.39) задают вариант теории пластичности без по-

верхности пластичности. Это позволяет ценой незначительных погрешностей све-

сти математическую задачу упругопластического деформирования к задаче пол-

зучести и с единых методологических позиций алгоритмизировать расчёт неупру-

гой деформации, состоящей из склерономной (деформация пластичности) и рео-

номной (деформация ползучести) компонент [5]. 

4.4. Расчёт релаксации остаточных напряжений в полом 

цилиндрическом образце и проверка адекватности модели 

экспериментальным данным 

Целью данного пункта является, во-первых, реализация разработанной в 

пункте 4.2 методики расчёта релаксации остаточных напряжений в упрочнённом 

полом цилиндрическом образце в условиях ползучести и, во-вторых, проверка 

адекватности модели имеющимся в научной литературе экспериментальным дан-

ным. К сожалению, для полых цилиндрических образцов прямых эксперимен-

тальных исследований релаксации остаточных напряжений при осевом растяже-

нии образца в условиях ползучести в научной литературе не имеется, однако в ра-

боте [79] приведены экспериментальные данные релаксации остаточных напря-

жений в полых цилиндрических образцах из сплавов В95 и Д16Т в условиях тер-

моэкспозиции при температуре 125T = °C и длительности 100 часов (термоэкспо-

зиция – это температурная выдержка без внешних усилий), т.е. фактически при-
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водятся данные по релаксации остаточных напряжений вследствие ползучести, 

вызванной действием только самоуравновешенных остаточных напряжений. 

1°. Рассмотрим сначала схему указанных экспериментальных исследований 

для полых цилиндрических образцов из сплава Д16Т, приведённую в [79], а затем 

реализацию методики для расчёта релаксации остаточных напряжений в этих об-

разцах. Согласно [79], гладкие цилиндрические образцы из Д16Т с внешним диа-

метром 1 15D = мм и внутренним отверстием 5d = мм упрочнялись на пневмо-

дробеструйной установке при давлении воздуха 0,25 МПа; диаметр шариков при 

обдувке внешней поверхности образца составлял 1,5 2÷ мм; время обработки по-

верхности – 10 сек. После пневмодробеструйной упрочняющей обработки часть 

образцов использовалась для определения наведённых остаточных напряжений 

после процедуры упрочнения по методу колец и полосок, изложенному в прило-

жении 2, а оставшиеся упрочнённые образцы подвергались термоэкспозиции при 

температуре 125T = °C в течение 100 часов, затем охлаждались до комнатной 

температуры и далее определялись остаточные напряжения по той же самой ме-

тодике. На рис. 4.1 приведены «экспериментальные» эпюры распределения оста-

точного осевого напряжения ( )res res
z z hσ = σ  по глубине слоя h  ( 2h R r= − , 2R  – 

внешний радиус образца, r  ( )1 2R r R≤ ≤  – текущий радиус, 1R  – внутренний ра-

диус) непосредственно после процедуры упрочнения (сплошная линия) и после 

термоэкспозиции в течение 100 часов (штриховая линия). 

Как следует из рисунка 4.1, в процессе термоэкспозиции наблюдается незна-

чительная релаксация остаточных напряжений в образцах из сплава Д16Т. 
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Рис. 4.1. Экспериментальные диаграммы распределения ( )res res
z z hσ = σ  в цилиндрическом 

образце из сплава Д16Т: 1 – после упрочнения; 2 – после термоэкспозиции 

Выполним теперь теоретическое обоснование наблюдаемого в эксперименте 

процесса релаксации. Для реализации метода решения краевой задачи релаксации 

остаточных напряжений в условиях ползучести (пункт 4.2) необходимо иметь па-

раметры реологической модели (4.36)–(4.48) для сплава Д16Т при 125T = °C, ко-

торые определяются по результатам одноосных кривых ползучести. Однако ни в 

научных публикациях, ни в справочной литературе экспериментальных кривых 

ползучести для температуры 125T = °C автором данной работы не обнаружено. 

Но в работе [72] приведены экспериментальные данные по ползучести для 

Д16Т при 200T = °C и 150T = °C, в достаточно широком диапазоне изменения 

напряжений. Согласно [72], эксперименты проводились на круглых цилиндриче-

ских образцах диаметром 10 0.01± мм и длиной рабочей части 100 0.1± мм. Об-

разцы изготавливались из прутков из сплава Д16Т диаметром 25мм в состоянии 

поставки, т.е. закалённых и естественно состаренных. Температура поддержива-
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лась с точностью 1 1.5± ÷ °C, а перепад температуры по длине рабочей части не 

превышал 1°C. 

Прогрев образцов до температуры испытания при 150°C производился 

3 4÷ часа, а при температуре 200°C – 1.5 2÷ часа, после чего температура стаби-

лизировалась. Нагружение образца производилось при 150T = °C через 25 4÷ ча-

са, а при 200°C – через 6 2÷ часа с момента включения печи. Приложение и сня-

тие нагрузки производилось плавно. Измерения удлинения и контроль температу-

ры осуществлялся через 3, 6, 12, 30, 60 минут с момента приложения нагрузки и 

затем через каждый час. 

Анализ приведённой экспериментальной методики позволяет сделать вывод 

о её полном соответствии существующим нормам и ГОСТам. На рис. 4.2 и 4.3 

приведены осреднённые значения деформации ползучести (точки) сплава Д16Т 

при 150T = °C и 200T = °C (соответственно) из работы [72]. 

Дальнейшая схема теоретических исследований заключалась в следующем. 

Строились модели одноосной ползучести (4.27)–(4.35) при температурах 

150T = °C и 200T = °C, определялись параметры этих моделей, затем по получен-

ным параметрам осуществлялась температурная экстраполяция параметров для 

125T = °C, и таким образом строилась одноосная модель ползучести Д16Т при 

125T = °C, а значит, и модель при сложном напряжённом состоянии (4.36)–(4.48) 

(напомним, что параметры модели при сложном напряжённом состоянии опреде-

ляются по результатам обработки одноосных кривых ползучести). 
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Рис. 4.2. Экспериментальные (точки) и расчётные (сплошные линии) кривые ползучести по 

модели (4.49) сплава Д16Т при 150T = °C: 1 – 175σ = МПа; 2 – 200σ = МПа; 3 – 275σ = МПа; 4 
– 300σ = МПа; 5 – 320σ = МПа; 6 – 340σ = МПа 

 
Рис. 4.3. Экспериментальные (точки) и расчётные (сплошные линии) кривые ползучести по 

модели (4.49) сплава Д16Т при 200T = °C: 1 – 40σ = МПа; 2 – 80σ = МПа; 3 – 120σ = МПа; 4 – 
140σ = МПа; 5 – 160σ = МПа 
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В таблице 4.1 приведены температурные зависимости для модуля Юнга E  и 

технического предела текучести тσ  ( 0,2σ ) при одноосном растяжении прутков 

прессованных (закалённых и естественно состаренных) из сплава Д16Т (согласно 

справочным данным [134]). 

Таблица 4.1. Механические свойства образцов (прутков) из сплава Д16Т при высоких темпера-
турах 

T, °C 20 100 150 200 250 

E, МПа 72000 66000 64000 61000 59000 

тσ  ( 0,2σ ), МПа 530 490 440 410 260 

 

Анализ данных таблицы 4.1 и напряжений, при которых получены кривые 

ползучести на рис. 4.2 и 4.3, свидетельствуют о том, что испытания на ползучесть 

выполнены в упругой области, поэтому в одноосной модели ползучести (4.27)–

(4.35) пластическая компонента деформации должна отсутствовать, т.е. 0=pe . 

Кроме этого, при данной длительности испытаний и уровне напряжений отсут-

ствует третья стадия ползучести, поэтому параметр повреждённости в модели 

0ω = . Таким образом, модель ползучести должна включать описание лишь пер-

вой и второй стадий. Учитывая, что деформация ползучести для сплава Д16Т яв-

ляется практически необратимой (после полной разгрузки), то вязкоупругая ком-

понента ( )u u t=  в модели также должна отсутствовать. В итоге, модель (4.27)–

(4.35) сплава Д16Т при температурах 150°C и 200°C для деформации ползучести 

p  принимает следующий частный вид: 
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 (4.49) 

Опишем методику определения параметров модели (4.49) λk , kb , 2n , c , 1m , 

*σ . Согласно методу разделения деформации ползучести Ю. П. Самарина [102] 

сначала для каждого уровня напряжений выделяется вязкая компонента ( )w t , ко-

торой соответствуют прямолинейные участки кривых ползучести (см. схему на 

рис. 4.4), т.е. ( ) constw t =ɺ . Затем по методу наименьших квадратов строится ап-

проксимация для ( )
1

*

σ =  σ 
ɺ

m

w t c  и определяются параметры c  и 1m  (величина 

*σ  вводится для удобства и служит для обезразмеривания напряжения). Далее 

находятся значения вязкопластической компоненты ( )v t  для каждого напряжения 

по формуле ( ) ( ) ( )= −v t p t w t , при этом ( )lim ∞
→∞

=
t

v t v . 

Практически асимптотические значения ∞v  достигаются, когда график 

( )=p p t  становится прямолинейным. 
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constσ =

{
{( )w t

v∞

p

t0

w

t0

v∞

v

t
0

а

б

в  
Рис. 4.4. Схема разделения компонент деформации ползучести 

Построение уравнений для ( )=v v t  основано на гипотезе подобия этих кри-

вых при различных напряжениях и том, что при constσ =  решение для v  имеет 

вид: 

 ( ) ( )
2

1

1
*

−λ

=

σ = −  σ 
∑ k

ns
t

k
k

v t b e .  (4.50) 

Параметры kb  и λk  в зависимости (4.50) определяются для одной из кривых 

( )=v v t  при каком-либо фиксированном напряжении по методу выделения экспо-

ненциальных слагаемых [101], а затем, используя гипотезу подобия кривых пол-
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зучести ( ),= σv v t , методом наименьших квадратов определялся параметр нели-

нейности 2n . 

Таким образом, при постоянных напряжениях аппроксимация кривых ползу-

чести задаётся формулой 

 ( ) ( )
2 1

1

, 1
* *

−λ

=

σ σ   σ = − +   σ σ   
∑ k

n ms
t

k
k

p t b e c t. (4.51) 

Применение описанной методики к кривым ползучести Д16Т при 150T = °C 

и 200T = °C показало, что для описания первой стадии ползучести достаточно 

одной экспоненты, а зависимости (4.51) для этих температур следующие: 

− 200T = °C: 

 ( ) ( )
1 1,807

5 0,11 7, 5,38 10 1 1 10
10 10

tp t e t− − −σ σ   σ = ⋅ − + ⋅   
   

;  (4.52) 

− 150T = °C: 

 ( ) ( )
1,82 2,561

7 0,11 10, 5,9 10 1 8,2 10
10 10

tp t e t− − −σ σ   σ = ⋅ − + ⋅   
   

; (4.53) 

размерность σ  в приведённых формулах – МПа. 

Аппроксимации по формулам (4.52) и (4.53) приведены на рис. 4.2 и 4.3 

сплошными линиями. 

Таким образом, исходя из аппроксимаций (4.52) и (4.53), приведём парамет-

ры модели (4.49) для сплава Д16Т при указанных температурах, которые сведены 

в таблицу 4.2 (первые две строки). 

Таблица 4.2. Значения параметров реологической модели (4.49) для сплава Д16Т при темпера-
турах 150°C и 200°C 

T, °C 1m  2n  1λ  1b  c 

150 2,561 1,82 0,32 5,9⋅10-7 8,2⋅10-10 

200 1,807 1 0,32 5,38⋅10-5 1⋅10-7 

125 2,934 2,23 0,32 6,14⋅10-8  7,42⋅10-11  
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Используя данные таблицы 4.2 при 200T = °C и 150T = °C, строилась темпе-

ратурно-временная экстраполяция параметров кривых ползучести, при этом для 

величин 2n  и 1m  использовалась линейная аппроксимация по температуре, а для 

параметров 1b  и c  – экспоненциальная зависимость. В итоге получена следующая 

интерполяционная формула: 

 

( ) ( )
4,296 0,0165

13 0,0902 0,32

4,8218 0,0151
16 0,0961

, , 7,79 10 1
10

4,5 10 .
10

T
T t

T
T

p t T e e

e t

−
− −

−
−

σ σ = ⋅ − + 
 

σ + ⋅  
 

  (4.54) 

Теперь из формулы (4.54) не составляет труда определить аппроксимации кривых 

ползучести при 125T = °C. Подставляя 125T =  в (4.54), получим 

 ( ) ( )
2,23 2,934

8 0,32 11, 6,14 10 1 7,42 10
10 10

tp t e t− − −σ σ   σ = ⋅ − + ⋅   
   

.  (4.55) 

Таким образом, зависимость (4.55) позволяет определить все параметры мо-

дели (4.49) при температуре 125T = °C для сплава Д16Т. Они представлены в тре-

тьей строке таблицы 4.2. 

Для определения модуля Юнга использовалась температурная аппроксима-

ция параметра ( )=E E t  на основе данных таблицы 4.1. В результате для модуля 

Юнга при температуре 125T = °C получено значение 65465E = МПа. 

Теперь, зная все параметры реологической модели (4.49) для Д16Т при 

125T = °C, можно решить краевую задачу для оценки кинетики остаточных 

напряжений в полом упрочнённом цилиндрическом образце в условиях термоэкс-

позиции при данной температуре по методике, изложенной в пункте 4.2, с учётом 

температурных эффектов (см. пункт 3.2). 

Для восстановления первоначального напряжённо-деформированного состо-

яния после процедуры упрочнения использовалась методика, изложенная в главе 

2, а для аппроксимации величины ( )θ θσ = σres res r  использовалась формула (2.26): 
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 ( ) ( ) ( )
2

2
0 1 12

*
expθ

  − −
 σ = σ − σ − ⋅ − 

  
  

res
R h r

r r R
b

. (4.56) 

Используя экспериментальные данные (кривая 1 на рис. 4.1), определены па-

раметры аппроксимации: 0 8,861σ = МПа; 1 78,391σ = МПа; 0,265=b мм; 

* 0,059=h мм. Далее по схеме (2.37) были рассчитаны все компоненты тензоров 

остаточных напряжений и остаточных пластических деформаций. На рис. 4.1 

сплошной линией приведена теоретическая зависимость для компоненты 

( )σ = σres res
z z h , где 2= −h R r  – глубина слоя. 

Имея начальное напряжённо-деформированное состояние в упрочнённом по-

лом образце и реологическую модель ползучести (4.49) для сплава Д16Т при 

125T = °C, численно реализована методика расчёта релаксации остаточных 

напряжений при температурной выдержке в течение 100 часов. 

На рис. 4.5 показаны результаты расчёта в области наибольших (по модулю) 

напряжений сжатия для компоненты ( )σ = σres res
z z h . Выполним анализ результатов 

расчёта. 

После чисто температурного нагружения (предполагаем, что процесс прогре-

ва образца произошёл «мгновенно») с 20T = °C до 125T = °C происходит «ска-

чок» полей напряжений вследствие изменения модуля Юнга (кривая 2 на рис. 

4.5), затем за счёт ползучести происходит релаксация остаточных напряжений и к 

моменту времени 100=t часов эпюра остаточных напряжений имеет вид, отме-

ченный цифрой 3. Затем в результате температурного режима с 125T = °C до 

20T = °C вновь происходит «скачок» эпюры и она принимает вид, отмеченный 

цифрой 4. Это и есть окончательное расчётное распределение остаточных напря-

жений σres
z  после процедуры термоэкспозиции. 
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Рис. 4.5. Кинетика распределения напряжения ( )res res
z z hσ = σ  сплава Д16Т в процессе 

термоэкспозиции: 1 – эпюра после процедуры упрочнения при 0 0t = −  ( 20T = °C); 2 – эпюра 
после ступенчатого увеличения температуры при 0 0t = +  ( 125T = °C); 3 – эпюра в момент 
времени 100 0t = − ч ( 125T = °C); 4 – эпюра после температурной разгрузки 100 0t = + ч 

( 20T = °C). Значки – экспериментальные данные при 0 0t = −  и 100 0t = + ч 

Как следует из данных, представленных на рис. 4.5, наблюдается хорошее 

соответствие расчётных и экспериментальных данных (точки), что свидетельству-

ет об адекватности методики пункта 4.2, с одной стороны, и о корректности ис-

пользования справочного экспериментального материала о ползучести сплава 

Д16Т [134], с другой стороны. 

2°. Выполним теперь аналогичное исследование для полых цилиндрических 

образцов ( 1 15=D мм, 5=d мм) из сплава В95, упрочнённых также в режиме 

дробеструйной обработки по той же самой схеме, что и образцы из сплава Д16Т 

[79]. На рис. 4.6 приведены «экспериментальные» эпюры напряжений 

( )σ = σres res
z z h  после процедуры упрочнения (кривая 1) и после термоэкспозиции 

(кривая 2) при 125T = °C в течение 100 часов [79]. Здесь, в отличие от образцов из 
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сплава Д16Т, наблюдается существенная релаксация остаточных напряжений 

вследствие ползучести. 

Выполним теоретическое обоснование данного факта. Поскольку в распоря-

жении автора данной работы не имеется прямых экспериментальных кривых пол-

зучести при данной температуре, то вновь обратимся к независимым справочным 

экспериментальным данным. В работе [134] приведены зависимости для модуля 

Юнга и технического предела текучести тσ  ( 0,2σ ) в зависимости от температуры, 

которые представлены в таблице 4.3. 

Таблица 4.3. Механические характеристики сплава В95 в зависимости от температуры 

T, °C 20 100 125 150 200 

E, МПа 70000 64500 63500 61500 57500 

тσ  ( 0,2σ ), МПа 550 500 490 400 310 

Однако кривых ползучести ни при одной температуре в [134] не приведено, 

но имеется следующая экспериментальная информация для температур 100T = °C 

и 150T = °C: графики пределов ползучести по общей деформации 0,5%, 1%, 5% в 

координатах «напряжение – время» (т.е. известно напряжение и время, при кото-

ром деформация ползучести достигает указанных значений); графики пределов 

длительной прочности; графики времени начала третьей стадии ползучести при 

заданном напряжении. Используя эти характерные точки и применяя сглаживаю-

щие интерполяционные формулы, восстанавливались «экспериментальные» кри-

вые ползучести для сплава В95 при 100T = °C и 150T = °C, которые сплошными 

линиями представлены на рис. 4.7 и 4.8. 
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Рис. 4.6. Экспериментальные зависимости ( )res res
z z hσ = σ  для цилиндрических полых образцов 

из сплава В95 после процедуры упрочнения (1) и после термоэкспозиции при T=125°C в 
течение 100 часов (2) 

 
Рис. 4.7. Восстановленные экспериментальные (сплошные линии) и расчётные (штриховые 

линии) кривые ползучести сплава В95 при 100T = °C; цифры: напряжения в МПа: 1 – 0 396σ = ; 

2 – 0 408σ = ; 3 – 0 420σ = ; 4 – 0 444σ = ; 5 – 0 456σ =  
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Рис. 4.8. Восстановленные экспериментальные (сплошные линии) и расчётные (штриховые 

линии) кривые ползучести сплава В95 при 150T = °C; цифры: напряжения в МПа: 1 – 0 192σ = ; 

2 – 0 216σ = ; 3 – 0 240σ = ; 4 – 0 264σ = ; 5 – 0 300σ = ; 6 – 0 324σ =  

Для построения модели ползучести сплава В95 при каждой из температур 

также будем считать, что деформация ползучести является полностью необрати-

мой. Поскольку кривые ползучести на рис. 4.7 и 4.8 имеют третью стадию, то мо-

дель ползучести для этого сплава будет иметь вид 
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где 0σ  и σ  – соответственно номинальное и истинное напряжения; остальные 

обозначения соответствуют общей модели (4.27)–(4.35). Пластические деформа-

ции не учитываются, поскольку все напряжения на рис. 4.7 и 4.8 ниже предела те-

кучести (см. табл. 4.3). В пределах первых двух стадий (по крайней мере, на их 

начальных участках) величина параметра повреждённости ω  незначительна, по-

этому можно положить 0σ ≈ σ  и для определения параметров модели (4.57) kλ , 

kb , 2n , c , 1m  можно использовать такую же методику, как и при построении мо-

дели для сплава Д16Т; другими словами, параметры kλ , kb , 2n , c , 1m  определя-

ются независимо от параметра α  по начальным участкам кривых ползучести. 

Из графиков на рис. 4.7 и 4.8 следует, что на развитой стадии ползучести 

( ) ( )v t w t≪ , поэтому величиной ( )v t  можно пренебречь по сравнению с ( )w t  и в 

последнем соотношении (4.57) можно заменить ( )p t  на ( )w t . Другими словами, 

накопление повреждённости в материале связывается лишь с неограниченной 

вязкой компонентой деформации ползучести ( )w w t= . Тогда три последних урав-

нения при 0 constσ =  после интегрирования дают следующее соотношение: 

 ( )
1 1

0
1

0
1

1
ln 1

*
*

m

w t m c t

m

+σ = − − α  σ σ   α σ 

. (4.58) 

Выражение (4.58) используется для идентификации параметра α  при каждом 

фиксированном значении 0 constσ =  (величины c  и 1m  определены ранее (незави-

симо) по начальным кривым установившейся ползучести). Для этого можно, 

например, потребовать, чтобы кривая ползучести проходила через последнюю 

точку графика с координатами ( )*, *p t . Тогда величина α  (при каждом 

0 constσ = ) определяется из решения уравнения 
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 ( ) ( ) ( )
1 1

0
1

0 *
1

*

1
* * * ln 1

m

w t p t v t m c t
m

+
 σ= − = − − α  σ σ α

σ

. (4.59) 

В случае необходимости для параметра α  можно использовать аппроксима-

цию вида 

 ( )1 0
mαα = α σ , (4.60) 

либо принять гипотезу constα = . 

Приведём теперь результаты построения реологической модели (4.57) для 

сплава В95 при температурах 100T = °C и 150T = °C по описанной выше схеме. 

Используя лишь первоначальные участки кривых ползучести, определялись па-

раметры степенной аппроксимации, скоростей ползучести (по прямолинейным 

участкам графиков), а затем параметры экспоненциальной аппроксимации первой 

стадии ползучести. В результате получены следующие аналитические зависимо-

сти первоначальных кривых ползучести: 

− при 100T = °C: 

 

14,892
297 10

*
w − σ = ⋅  σ 
ɺ ; 

 ( ) ( )
13,689

25 0,322 10 1
*

tv t e− −σ = ⋅ − σ 
; 

− при 150T = °C:  

 

6,0612
133 10

*
w − σ = ⋅  σ 
ɺ ; 

 ( ) ( )
2,224

6 0,322 10 1
*

tv t e− −σ = ⋅ − σ 
. 

Из вышеприведённых формул следует, что в сумме для величин kv  в (4.57) 

достаточно одного слагаемого ( 1s= ), а величина kλ  не зависит от температуры. 
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Зная теперь величины kλ , kb , 2n , c  и 1m , из решения уравнения (4.41) 

(напомним, что ( )* *p p t= , *t  – координаты последней точки на графике функ-

ции ( )p p t= ) определялось значение α  при каждом фиксированном значении 

номинального напряжения 0σ . Далее по полученным значениям строилась сте-

пенная аппроксимация (4.60), и её параметры приняли следующие значения: при 

100T = °C – 1 0,0003α = ; 0,574mα = , а при 150T = °C – 1 13,725α = ; 1,071mα = − . 

Таким образом, все параметры модели (4.57) для сплава В95 при T=100°C и 

T=150°C определены и приведены в первых двух строках таблицы 4.4. 

Таблица 4.4. Значения параметров модели для сплава В95 в зависимости от температуры 

T, °C S 1λ  1b  2n  c 1m  1α  mα  

100 1 0,32 2⋅10-25 13,689 7⋅10-29 14,892 0,0003 0,574 

150 1 0,32 2⋅10-6 2,224 3⋅10-13 6,0612 13,725 -1,071 

125 1 0,32 6,3⋅10-16 7,956 4,58⋅10-21 10,477  0,067 -0,248 

Теоретические кривые ползучести, рассчитанные по модели (4.57) с парамет-

рами из таблицы 4.4, приведены штриховыми линиями на рис. 4.7 ( 100T = °C) и 

на рис. 4.8 ( 150T = °C). В целом наблюдается соответствие расчётных и экспери-

ментальных кривых ползучести. 

Для получения параметров модели ползучести (4.57) для данного сплава при 

T=125°C вспомним температурную интерполяцию на основании данных таблицы 

4.4. Для параметров kb , c , 1α  использовалась экспоненциальная аппроксимация 

по температуре, а для показателей нелинейности 2n , 1m  и параметра mα  – линей-

ная аппроксимация, величина λk  полагалась независящей от температуры (отме-

тим, что аналогичные классы функций использовались при построении модели 

неизотермической ползучести сплава ЖС6КП в [96], и получено хорошее соот-

ветствие расчётных и экспериментальных данных). 



 

 

126 

 

В результате обработки данных таблицы 4.4 получены следующие аппрок-

симации для 100 150T≤ ≤ : 

 ( ) 60 0,723,081 10 Tc T e−= ⋅ , 

 ( ) 63 0,8752 10 T
kb T e−= ⋅ , 

 ( )1 32,55 0,177m T T= − , 

 ( )2 36,62 0,229n T T= − , 

 ( ) 13 0,215
1 1,43 10 TT e−α = ⋅ , 

 ( ) 3,864 0,0329m T Tα = − . 

Подставляя теперь в полученные аппроксимации 125T = , определяем пара-

метры модели ползучести В95 при температуре 125T = °C, которые приведены в 

таблице 4.4 в третьей строке. 

Имея теперь реологическую модель для сплава В95 при 125T = °C, решалась 

краевая задача о релаксации остаточных напряжений в полом упрочнённом ци-

линдрическом образце в условиях термоэкспозиции длительностью 100 часов на 

основе изложенной в пункте 4.2 методики. Результаты расчётов для компоненты 

( )res res
z z hσ = σ  представлены на рис. 4.9. 

Аналогично случаю сплава Д16Т восстановление напряжённо-

деформированного состояния после процедуры упрочнения было выполнено по 

методике главы 2, при этом параметры аппроксимации (4.56) определены с ис-

пользованием экспериментальных данных при 0 0= −t  (значки на рис. 4.9) и их 

значения следующие: 0 6,792σ = МПа; 1 77,628σ = МПа; 0,189=b мм; 

* 0,059=h мм. 
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Рис. 4.9. Кинетика распределения напряжений ( )res res
z z hσ = σ  сплава В95 в процессе 

термоэкспозиции: 1 – эпюра после процедуры упрочнения при 0 0t = −  ( 20T = °C); 2 – эпюра 
после ступенчатого увеличения температуры при 0 0t = +  ( 125T = °C); 3 – эпюра в момент 
времени 100 0t = − ч ( 125T = °C); 4 – эпюра после температурной разгрузки 100 0t = + ч 

( 20T = °C). Значки – экспериментальные данные при 0 0t = −  и 100 0t = + ч 

Реализация схемы (2.37) позволила определить все компоненты тензора оста-

точных напряжений и остаточных деформаций. На рис. 4.9 график 1 соответству-

ет теоретической зависимости ( )res res
z z hσ = σ , значки – экспериментальные дан-

ные. График 2 соответствует распределению этой величины после чисто темпера-

турного нагружения на «нулевом» отрезке [0 0− ; 0 0+ ] с 20T = °C до 125T = °C 

(за счёт изменения модуля Юнга), кривая 3 – распределение после ползучести под 

действием самоуравновешенных напряжений в течение 100t =  часов при 

125T = °C, а кривая 4 – величина ( )res res
z z hσ = σ  после температурной разгрузки на 

«нулевом» отрезке времени [100 0− ; 100 0+ ] (напомним, что мы предполагаем 

«мгновенное» изменение температуры с 125T = °C до 20T = °C), которая и задаёт 

финальное распределение этой компоненты после термоэкспозиции. Сравнение 

теоретической кривой 4 (см. рис. 4.9) с экспериментальными данными (точки) да-

ёт их некоторое расхождение. Однако результаты расчёта нужно признать удо-
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влетворительными по отношению к экспериментальным данным, поскольку, во-

первых, информация о кривых ползучести заимствована из независимых источни-

ков (а хорошо известно, что кривые ползучести из разных партий образцов могут 

существенно различаться), во-вторых, модель ползучести при температуре 

125T = °C получена соответствующей температурной интерполяцией с данных 

при 100T = °C и 150T = °C. 

Проведённые исследования (хотя и в частном случае термоэкспозиции) сви-

детельствуют об адекватности метода решения краевой задачи релаксации оста-

точных напряжений в полом упрочнённом цилиндрическом образце и примени-

мости его в расчётной практике.  

4.5. Теоретическое и экспериментальное исследование влияния 

растягивающей нагрузки на релаксацию остаточных напряжений  

в сплошном упрочнённом цилиндрическом образце в условиях ползучести 

Ввиду значительного влияния приложенной продольной силовой нагрузки на 

скорость релаксации ОН в условиях ползучести была поставлена задача: выпол-

нить экспериментальное и теоретическое исследование этого влияния. Эта задача 

была решена на примере теоретического и экспериментального исследования 

ползучести сплошного поверхностно упрочнённого цилиндрического образца из 

сплава ЖС6КП при 800T = °С при действии растягивающей нагрузки. 

Опишем сначала экспериментальную часть работы, которая выполнялась на 

ОАО «Кузнецов» (г. Самара). 

Образцы из сплава ЖС6КП имели форму и размеры, представленные на рис. 

4.10. Выбранная форма обеспечивала возможность определения остаточных 

напряжений после процедуры упрочнения, выдержки при повышенных темпера-

турах и испытаний на ползучесть при растяжении. Заготовки для образцов выре-

зались из прутка и подвергались термообработке: нагревались при температуре 

1220°С в течение четырёх часов с последующим охлаждением на воздухе, затем 
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Рис. 4.10. Образец для испытаний из сплава ЖС6КП 

выполнялось старение при температуре 950°С в течение двух часов и охлаждение 

на воздухе. После этого проводилась предварительная и окончательная токарная 

обработка рабочей части цилиндрической части образца, припуск на шлифование 

составлял 0,4 мм, при этом выдерживалась шероховатость поверхности с 

0.32 0.63aR = ÷  мкм. Припуск на полировку составлял 0,006 мм. При полирова-

нии на окончательную доводку оставлялось 0,03 мм. После полирования образцы 

подвергались термообработке – нагреванию при температуре 950°С в течение 4 

часов, затем – охлаждению на воздухе. Последняя операция – финишное полиро-

вание, при котором шероховатость поддерживалась с 0.32aR = мкм. При такой 

технологии исключается возникновение остаточных технологических напряже-

ний. 

Для наведения ОН в поверхностном слое образцов использовалась процедура 

пневмодробеструйной обработки поверхности микрошариками диаметром 160-

200 мкм из материала ШХ-15 со следующими параметрами: давление воздуха – 

0,3 МПа, скорость полёта микрошариков – 76 м/сек, время упрочнения – 45 сек. 

Процедура упрочнения выполнялась при комнатной температуре 26T = °С. 

Остаточные напряжения определялись методом колец и полосок, основы ко-

торого изложены в работах [9, 32, 33], а дальнейшее развитие он получил в пуб-
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ликациях [80, 91]. Для лучшего понимания метода колец и полосок основные его 

теоретические положения приведены в Приложении 2 диссертации. Упрочнённый 

образец рассверливался, из него изготовлялись втулки, из которых затем выреза-

лись кольца и полоски вдоль образующей втулки. Сразу после вырезки у полосок 

измерялся прогиб, а у колец после разрезки – изменение диаметра. Далее электро-

химическим полированием проводилось удаление (стравливание) наружных слоёв 

колец и полосок с параллельным измерением изменения диаметра и прогиба у по-

следних. Измеренные геометрические величины служили для оценки величины 

окружных и осевых остаточных напряжений по методике, детально изложенной в 

[32, 80, 91] (см. также Приложение 2). 

Ещё раз отметим, что здесь (а также ранее и далее в тексте) под «экспери-

ментальными» значениями остаточных напряжений понимаются расчётные их 

значения, определённые через экспериментальные значения изменения диаметра 

разрезанного кольца и прогиба полосок, которые изменяются в процессе травле-

ния упрочнённой поверхности. Поэтому, строго говоря, вместо термина «экспе-

риментальные значения напряжений» лучше использовать терминологию «рас-

чётно-экспериментальные значения напряжений». 

Результаты определения ОН для осевой компоненты ( )σ = σres res
z z h , h  – тол-

щина слоя, после обработки микрошариками, усреднённые по 3 образцам, приве-

дены на рис. 4.11 точками. Напомним, что при пневмодробеструйной обработке 

величины остаточных напряжений σres
z  и θσres после процедуры упрочнения прак-

тически совпадают. 
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Рис. 4.11. Эпюры остаточных напряжений σres
z  в сплошном цилиндрическом образце радиуса 

3.76=a мм при термоэкспозиции в течение 50 часов при 800T = °С (растягивающая нагрузка 
0=N ): 1 – расчётные и экспериментальные (точки) значения после процедуры упрочнения в 

момент времени 0 0= −t  при 26=T °С; 2 – расчётные значения после температурной нагрузки 
в момент времени 0 0= +t  при 800=T °С; 3 – расчётные значения после ползучести при 
температурной нагрузке 800=T °С в момент времени 50 0= −t  ч; 4 – расчётные значения 

после температурной разгрузки при 26=T °С в момент времени 50 0= +t  ч 

Экспериментальное исследование релаксации ОН вследствие ползучести в 

упрочнённых микрошариками образцах при температуре 800°С осуществлялось 

при растягивающих осевых распределённых нагрузках 150=N МПа и 

250N = МПа в течение 50 и 200 часов в высокотемпературной печи. При этом в 

момент времени 50 часов определялось распределение остаточных осевых напря-

жений по всей глубине упрочнённого слоя, а в момент времени 200 часов опреде-

лялись только максимальные (по модулю) величины сжимающих напряжений на 

поверхности образца. Следует отметить, что определение ОН после выдержек при 

температуре 800°С производилось после температурной разгрузки, т.е. после их 

охлаждения до комнатной температуры. На рис. 4.12 точками приведены экспе-

риментальные данные распределения осевой компоненты тензора напряжений zσ  

по глубине упрочнённого слоя после ползучести в течение 50 часов при растяги-
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вающих нагрузках 150 МПа (рис. 4.12, а) и 250 МПа (рис. 4.12, б). Ниже приведе-

ны экспериментальные значения максимальных по модулю остаточных напряже-

ний zσ  на поверхности цилиндрического образца радиуса 3.76=a мм (см. рис. 

4.10): 

при выдержке 50 часов и 150N =  МПа   ……… 370− МПа; 

при выдержке 50 часов и 250N =  МПа   ……... 470− МПа; 

при выдержке 200 часов и 150N =  МПа   …...... 280− МПа; 

при выдержке 200 часов и 250N =  МПа   ……... 300− МПа. 

Как следует из приведённых данных и анализа рис. 4.12, постоянная нагрузка 

замедляет релаксацию остаточных напряжений. Этот результат нетривиальный, и, 

по всей видимости, связан с тем, что на самоуравновешенное поле ОН после 

упрочнения накладываются так называемые «рабочие» напряжения, вызванные 

приложенной нагрузкой. Однако однозначные выводы можно сделать лишь в ре-

зультате глубокого теоретического анализа данной проблемы. Поэтому дальней-

шей целью данного пункта диссертации является исследование рассматриваемого 

процесса релаксации на основе метода, разработанного и апробированного в [92, 

94]. 

Итак, рассматривается сплошной цилиндрический образец радиуса a , в по-

верхностном слое которого пневмодробеструйной обработкой наведены поля ОН 

и пластических деформаций при нормальной температуре 0T . Затем образец 

нагревается до температуры 1T  (рассматривается установившееся стационарное 

температурное поле цилиндрического образца). Задача решается в стандартной 

цилиндрической системе координат r , θ . z. Через σres
r , θσres, σres

z  обозначим ра-

диальное, окружное и осевое ОН, а через rq , θq , zq  – соответствующие компо-

ненты тензора остаточных пластических деформаций после процедуры упрочне-

ния. Методика восстановления полной картины НДС цилиндра по частично из-



 

 

133 

 

вестной информации разработана в [93, 94, 105, 110], а схема определения всех 

компонент ОН и пластических деформаций имеет вид (1.11). 

 

Рис. 4.12. Эпюры остаточных напряжений res
zσ  при температурной ( 800T = °С) и силовой (а – 

150=N МПа, б – 250=N МПа) нагрузках: 1 – расчётные и экспериментальные (точки) 
значения после процедуры упрочнения при 26=T °С в момент времени 0 0t = − ; 2 – расчётные 

значения после температурной нагрузки при 800T = °С в момент времени 0 0t = + ; 3 – 
расчётные значения после температурно-силовой нагрузки при 800T = °С в момент времени 

0 0t = + ; 4 – расчётные значения после ползучести при температурно-силовой нагрузке при 
800T = °С в момент времени 50 0t = − ч; 5 – расчётные значения после силовой разгрузки при 

800T = °С и 0=N МПа в момент времени 50 0t = + ч; 6 – расчётные значения после 
температурно-силовой разгрузки при 26=T °С и 0=N МПа в момент времени 50 0t = + ч 

После наведения в поверхностном слое ОН и пластических деформаций тем-

пература T  цилиндрического образца повышается от 0T  до величины 1T , причём 

1 0T T≫ . Как и ранее, будем предполагать, что при повышении температуры в по-

верхностно упрочнённом слое цилиндрического образца не возникают дополни-

тельные пластические деформации за счёт температурного разупрочнения харак-

теристик пластичности материала. Обозначим через 0E  модуль Юнга при темпе-

ратуре 0T , через 1E  – при температуре 1T . Очевидно, что 1 0E E< , т.е. при нагреве 

произойдёт скачок модуля упругости материала. В такой постановке задача рас-

чёта перераспределения полей ОН и упругих деформаций в поверхностном слое 

упрочнённой детали, обусловленного «упругим» скачком, решена автором данно-

го диссертационного исследования, а методика её решения приведена в главе 3. 
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Реализация этого метода позволяет найти компоненты тензора ОН res
iσ , i r= , θ , 

z, в момент времени 0 0t = +  при температуре 1T  (условно считаем, что прогрев 

цилиндрического образца произошёл мгновенно). 

Для теоретического анализа результатов рассматриваемых в данном пункте 

экспериментальных исследований выполнен численный расчёт кинетики ОН в 

упрочнённом цилиндрическом образце из сплава ЖС6КП при температуре 800 °С 

в процессе ползучести при действии растягивающих распределённых нагрузок 

150 и 250 МПа, а также в условиях термоэкспозиции ( 0N = ). В качестве реологи-

ческой модели использовался вариант установившейся ползучести вида 

 13 1

2 3
m

ij ij kk ijp cS −  = σ − δ σ 
 

ɺ , (4.61) 

где ijp , ijσ  – компоненты тензоров напряжений и деформаций ползучести соот-

ветственно; S – интенсивность напряжений; c  и m – параметры. Для идентифи-

кации параметров модели (4.61) и реализации численной процедуры решения за-

дачи ползучести упрочнённого образца необходимо иметь экспериментальные 

данные по ползучести сплава ЖС6КП при температуре 800 °С. Однако в опубли-

кованной научной литературе такие данные имеются лишь для температур 900, 

950 и 1000 °С [6, 48], на основании которых в [96] построена стохастическая мо-

дель неизотермической ползучести для данного материала. Пренебрегая первой 

стадией экспериментальных кривых ползучести (в силу её малости) и учитывая, 

что третья стадия на интервале времени от 0 до 50 часов отсутствует, на основа-

нии экстраполяции соответствующих температурных зависимостей для матема-

тических ожиданий параметров c  и m модели (4.61) определены их численные 

значения для 800T = °С: 295.454 10c −= ⋅  ( )МПа
m−

; 9.815m= . 

Для аналитического представления окружной компоненты тензора ОН ис-

пользовалась аппроксимация (1.14). Поскольку в рассматриваемом случае имеют-

ся экспериментальные данные для компоненты ( )res
z rσ , а для компоненты ( )res rθσ  
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они отсутствуют, то параметры аппроксимации (1.14) варьировались с целью до-

стижения минимума функционала среднеквадратичного отклонения расчётных 

значений res
zσ  от экспериментальных (точки на рис. 4.11). При этому контролиро-

валось выполнение условия самоуравновешенности эпюры окружной компоненты 

тензора ОН (1.13). В результате получены следующие значения параметров ап-

проксимации (1.14): 0 19,3σ = МПа; 1 1019,3σ = МПа; 0,08b = мм; 1,12z∆ = %. 

На рис. 4.11 линия 1 соответствует данным расчёта величины ( )res res
z z hσ = σ  

(h a r= −  – глубина упрочнённого слоя) согласно схемы (1.11) после процедуры 

упрочнения, т.е. в момент времени 0 0t = − . Здесь же приведены данные расчёта 

после температурной нагрузки (линия 2) в момент времени 0 0t = + , после ползу-

чести при температуре 800°С в условиях термоэкспозиции ( 0N = ) (линия 3) в 

момент времени 50 0t = −  ч и после разгрузки до нормальной температуры (26 

°С) (линия 4) в момент времени 50 0t = + ч. В расчётах использовались следую-

щие значения для модуля Юнга: 5
0 2 10E = ⋅ МПа при температуре 26°С, 

5
1 1,492 10E = ⋅ МПа при температуре 800°С. Коэффициент Пуассона µ  брался 

равным 0,3. 

Аналогичная информация для растягиваемых осевыми распределёнными 

нагрузками 150 и 250 МПа цилиндрических образцов представлена на рис. 4.12. 

Сравнивая финальные расчётные эпюры распределения ( )res
z hσ  на рис. 4.11 

(линия 4) и на рис. 4.12 (линия 6), вновь можно отметить, что с теоретических по-

зиций приложение осевой растягивающей нагрузки замедляет процесс релаксации 

ОН в условиях ползучести (по крайней мере, на исследованных временных интер-

валах и при заданных значениях растягивающей нагрузки). Следует отметить и 

удовлетворительное соответствие расчётных и экспериментальных данных для 

ОН после ползучести в течение 50 часов (с учётом температурной экстраполяции 

для параметров c  и m в соотношениях (4.61)). 
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Более глубокое понимание отмеченного эффекта дают расчётные данные для 

величины максимального (по модулю) значения res
zσ  на поверхности цилиндриче-

ского образца вследствие ползучести, представленные на рис. 4.13. Для рассмат-

риваемого случая при относительно небольших значения растягивающей нагруз-

ки (100 ÷ 200 МПа) действительно наблюдается замедление скорости релаксации 

напряжений по сравнению с вариантом чистой термоэкспозиции ( 0N = ), а для 

нагрузок большей интенсивности (250 ÷ 300 МПа) замедление скорости релакса-

ции наблюдается лишь на начальных участках временного интервала, а при 

больших временах скорость релаксации напряжений становится большей по 

сравнению со случаем термоэкспозиции. 

 

Рис. 4.13. Релаксация остаточных напряжений ( )res res
z z a=σ σ  на поверхности цилиндрического 

образца вследствие ползучести при распределённой растягивающей нагрузке N : 1 – 0N = ; 2 – 
150N =  МПа; 3 – 250N =  МПа; 4 – 300N =  МПа; значки – экспериментальные данные 

Таким образом, релаксация ОН в поверхностно-упрочнённом слое цилин-

дрического образца при действии растягивающей нагрузки в условиях ползучести 

носит сложный характер и, во-первых, определяется начальным НДС после про-
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цедуры упрочнения, во-вторых, носит «немонотонный» характер в зависимости 

от приложения и длительности растягивающей нагрузки. 

Материал настоящего пункта диссертационной работы изложен в соответ-

ствие с работой автора [127]. 

4.6. Выводы по главе 4 

1. Разработан прямой метод решения краевой задачи о релаксации ОН 

для полого цилиндрического образца в условиях ползучести, находя-

щегося под действием растягивающей нагрузки, с учётом анизотропии 

поверхностного пластического упрочнения. 

2. Выполнена апробация прямого метода решения краевой задачи о ре-

лаксации ОН в упрочнённом полом цилиндрическом образце на осно-

вании экспериментальных данных для образцов из сплавов Д16Т и В95 

при температуре 125T = °С. 

3. Выполнено экспериментальное и теоретическое исследование влияния 

растягивающей нагрузки на релаксацию ОН в сплошном упрочнённом 

цилиндрическом образце из сплава ЖС6КП в условиях ползучести при 

температуре 800°С. Экспериментально исследовано распределение 

осевой компоненты тензора ОН по глубине упрочнённого слоя после 

процедуры упрочнения пневмодробеструйной обработкой микрошари-

ками и после ползучести при 800T = °С в течение 50 и 200 часов при 

действии растягивающей нагрузки в 150 и 250 МПа. Выполнен деталь-

ный теоретический анализ поставленной задачи. Наблюдается соответ-

ствие расчётных и экспериментальных значений ОН для всех режимов 

нагружения. 

4. Для сплошных цилиндрических образцов показано, что при небольших 

значениях растягивающей нагрузки наблюдается замедление скорости 

релаксации по сравнению со случаем чистой термоэкспозиции (отсут-
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ствие растягивающей нагрузки), а при увеличении интенсивности 

нагрузки скорость релаксации напряжений становится большей по 

сравнению с вариантом термоэкспозиции. 

5. Кривые релаксации ОН в поверхностно упрочнённом слое цилиндри-

ческого образца при действии растягивающей нагрузки в условиях 

ползучести носит «немонотонный» характер в зависимости от величи-

ны растягивающей нагрузки и длительности её действия. 
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Глава 5. Программное и информационное обеспечение методов 

решения задач механики анизотропно упрочнённых 

цилиндрических изделий при ползучести 

Рассматриваемые в данном диссертационном исследовании задачи механики 

упрочнённых конструкций требуют применения математического аппарата и чис-

ленных методов, что не всегда удобно использовать вручную. В частности, опре-

деление параметров аппроксимаций (1.12) и (2.26) для окружной компоненты тен-

зора ОН требует численного решения уравнений с использованием специальной 

функции ошибки (см. главы 1, 2). Кроме этого, численная реализация прямого ме-

тода решения краевой задачи релаксации ОН в условиях ползучести сталкивается 

с существенными трудностями, основными из которых являются: 

1) большие градиенты напряжений (до двух-трёх порядков) в достаточно 

малой области, составляющей 100-400 мкм, что приводит к крайне нерав-

номерной сетке по пространственной и временной координатам и боль-

шому числу дискретных элементов; 

2) решение задачи ползучести «шагами» по времени с малым шагом дискре-

тизации временной координаты и использованием многократно итераци-

онного алгоритма. 

Эти факты, а также острая нелинейность определяющих уравнений ползуче-

сти, являются источниками неустойчивости вычислительного процесса, что тре-

бует тщательного выбора шага интегрирования по пространственным и времен-

ным координатам. 

Большой объём вычислений, необходимый для решения описанных задач, 

требует разработки средств автоматизации расчётов и эффективного использова-

ния ресурсов ЭВМ. Поэтому одной из задач настоящего диссертационного иссле-

дования является разработка программного обеспечения, автоматизирующего ре-
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шение краевых задач механики анизотропно упрочнённых цилиндрических изде-

лий в условиях ползучести. 

14.10.2013 разработанная автором диссертации программа для ЭВМ «STRE-

LAX» [164] была внесена в Реестр программ для ЭВМ, регистрационный номер 

№2013619758. STRELAX автоматизирует следующие задачи: 

• восстановление полной картины НДС сплошных и полых цилиндриче-

ских образцов после анизотропного упрочения по частично известной 

экспериментальной информации; 

• уточнение параметров аналитического представления окружной компо-

ненты тензора ОН, минимизирующее отклонение расчётных значений от 

экспериментальных (минимизация функционала (2.38)); 

• решение краевой задачи релаксации ОН при эксплуатации цилиндриче-

ского изделия в условиях ползучести (силовое и температурное нагруже-

ние). 

В 2014 году была зарегистрирована ещё одна программная разработка T-jump 

(регистрационный № 2014614005) [165]. Эта программа реализует методику, раз-

работанную автором диссертации и изложенную в главе 3, т.е. позволяет оценить 

перераспределение полей ОН и упругих деформаций вследствие изменения моду-

ля упругости материала, обусловленного «мгновенным» нагревом изделия. 

Ввиду того, программа T-jump выполняет некоторые промежуточные расчё-

ты (между восстановлением НДС после упрочнения и расчётом кинетики ОН), то 

она  полностью интегрирована в комплекс STRELAX. Поэтому здесь и далее под 

STRELAX будет подразумеваться весь комплекс программного обеспечения вме-

сте с модулем, зарегистрированным под названием T-jump. 
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5.1. Описание программного комплекса 

Разработанный программный комплекс STRELAX предназначен для выпол-

нения следующих задач: 

• оцифровка экспериментальных данных, то есть приведение графической 

информации об эпюрах ОН к табличному виду; 

• расчёт параметров аппроксимации для окружной компоненты тензора ОН 

с обеспечением минимального отклонения расчётных значений от экспе-

риментальных; 

• восстановление полной картины НДС в анизотропно упрочнённых сплош-

ных и полых цилиндрических образцах по частично известной экспери-

ментальной информации (одна или две эпюры ОН) с учётом параметра 

анизотропии α  (см. формулу (2.8)); 

• расчёт перераспределения начальных полей ОН и упругих деформаций 

при нагреве образца, вызывающем изменение модуля упругости материа-

ла; 

• решение краевой задачи релаксации ОН в условиях ползучести при одно-

временном температурном и силовом нагружениях. 

Оцифровка экспериментальных данных выполняется в программе g3data, 

распространяемой по лицензии GPL (General Public License). В результате полу-

чается текстовый файл с парами значений (глубина, величина напряжений), экс-

порт которого реализован в STRELAX. Загруженные значения отображаются в 

табличном и графическом видах, как представлено на рисунке 5.1. 
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Рис. 5.1. Экспериментальные значения ОН в программном комплексе STRELAX: табличное 

(пары чисел) и графическое (значки на графике) представления 

После ввода экспериментальных значений ОН (что не обязательно, так как 

требуется только для минимизации отклонения расчёта от эксперимента) задают-

ся параметры образца (тип: сплошной или полый цилиндр; радиусы: внутренний 

и внешний; модули упругости: при температуре упрочнения и после нагрева; ко-

эффициент Пуассона) и две точки на эпюре окружных ОН: 

1) глубина и значение локального максимума по модулю: *h  и *σ ; 

2) глубина обнуления эпюры 0h : 
0

0res

h hθσ
=

= . 

Если требуется решить задачу о релаксации ОН с течением времени, необхо-

димо также задать параметры, адекватно описывающие кривые ползучести для 

рассматриваемого образца. 

Далее выбором соответствующего пункта можно последовательно решить 

следующие задачи: 

1) восстановить НДС образца; 
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2) рассчитать перераспределение начальных ОН и упругих деформаций 

при нагреве; 

3) рассчитать кинетику ОН в условиях ползучести. 

После расчётов интерфейс пользователя позволяет рассмотреть НДС образца 

в любой момент времени, в том числе, до и после моментов приложения темпера-

турной и силовой нагрузок (рис. 5.2). Кроме того, выводятся параметры аппрок-

симации для окружной компоненты ОН и оценки погрешности относительно экс-

периментальных значений. 

 
Рис. 5.2. Вывод результатов расчётов в программном комплексе STRELAX 

Для анализа и дальнейшего использования результатов вычислений реализо-

вана возможность автоматизированного создания отчётов в формате MS Excel, 

позволяющая единовременно выгрузить эпюры напряжений в различные времен-

ные моменты (рис. 5.3). 
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а 

 

б 

Рис. 5.3. Отчёт о выполненных вычислениях программного комплекса STRELAX в формате MS 
Excel: а – общие сведения об эксперименте; б – экспериментальные и расчётные эпюры ОН 
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5.2. Архитектура программного комплекса 

Программный комплекс STRELAX имеет двухзвенную архитектуру, пред-

ставленную кроссплатформенным расчётным ядром и клиентской частью в виде 

интерфейса пользователя на платформе Win32. Обмен данными выполняется по 

разработанному протоколу с использование xml файлов (рис. 5.4). Такая схема 

была выбрана по нескольким причинам. Во-первых, кроссплатформенность рас-

чётной части обеспечивает её переносимость и возможность запуска нескольких 

параллельных веток на серверных машинах, работающих, например под операци-

онной системой Linux. Во-вторых, xml файлы, используемые по протоколу пере-

дачи данных, имеют строгую и в то же время читаемую структуру, что позволило 

использовать их в качестве шаблона хранения данных (экспериментальных и рас-

чётных) об эксперименте. 

 
Рис. 5.4. Архитектура программного комплекса STRELAX 

Расчётное ядро STRELAX написано на языке C++ и представляет собой кон-

сольное приложение. Оно поддерживает пакетный запуск, т.е. возможность запу-

стить решение краевых задач механики упрочнённых конструкций сразу для 

набора разных экспериментов. Поддерживаются два формата входных данных: 

1) файл формата .xml (рис. 5.5) жёсткой структуры, сформированный 

клиентской частью; 
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2) текстовый файл с простым перечислением параметров эксперимента 

(параметры образца, исходные эпюры ОН, идентификатор решаемой 

задачи: восстановление, оценка «упругого» скачка, расчёт релаксации 

ОН в условиях ползучести). 

Расчётное ядро реализовано с использованием принципов объектно-

ориентированного подхода (ООП) к программированию. Каждый класс оформлен 

в отдельном модуле. Более подробно объектная модель будет рассмотрена в п. 

5.3. настоящей диссертационной работы. 

Клиентская часть написана с помощью Embarcadero Delphi XE2 с использо-

ванием стандартной библиотеки классов VCL. Это стандартное Win32 приложе-

ние, внешний вид которого представлен на рисунке 5.2. 

 

 
Рис. 5.5. Формат xml файла 

Файлы .xml, выполняющие роль транспорта для данных, идущих от интер-

фейса пользователя в расчётное ядро и обратно, формируются, когда пользова-
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тель запускает эксперимент на расчёт, либо когда сохраняет эксперимент на 

жёсткий диск. Структура xml файла представлена на рисунке 5.5. 

5.3. Объектная модель и основные методы классов, реализованных  

в программе 

В рамках данного диссертационного исследования интерес представляет 

только объектная модель расчётного ядра, так как она продиктована общностью 

тех или иных параметров различных физических сущностей, таких, как геометрия 

рассматриваемых изделий и параметры процессов, как ползучесть и перераспре-

деление полей ОН и упругих деформации при нагреве. Объектная модель интер-

фейса в части представления рассматриваемых при решении задач сущностей яв-

ляется отражением модели расчётного ядра. Отличие лишь в том, что на стороне 

клиента у классов отсутствуют методы, необходимые для решения рассматривае-

мых в работе задач механики. Они являются доменными объектами, т.е. просто 

инкапсулируют всю необходимую для программы информацию об объекте пред-

метной области. Часть объектной модели интерфейса, отвечающая за реализацию 

графических форм пользователя, не относится к данному диссертационному ис-

следованию, поэтому рассматриваться не будет. 

Как видно из рисунка 5.6, корень основного дерева классов расчётного ядра 

представлен типом TPrototype, отражающим сущность «образец». От него насле-

дуются цилиндрические образцы (TCylrrs) и концентраторы напряжений 

(TConrrs). Уже на уровне TPrototype проявляется общность многих параметров. 

Так, например, все образцы имеют параметры: внутренний ( 1R ) и внешний ( 2R ) 

диаметры. Класс TPrototype содержит три компоненты тензора ОН и три компо-

ненты тензора пластических деформаций. Помимо полей, этот класс содержит 

методы, общие для всех типов образцов. Производные классы, в свою очередь, 

реализуют методы, относящиеся к решению краевых задач механики упрочнён-

ных конструкций и варьирующиеся в зависимости от типа образца. Так, напри-
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мер, в каждом производном классе перегружена функция, реализующая аналити-

ческое представление окружной компоненты тензора ОН, специфичное для каж-

дого типа образцов. 

Главный управляющий класс – TExperiment – играет роль программного ин-

терфейса (API) всего расчётного ядра. Он выполняет загрузку исходных данных 

из xml файлов, анализирует решаемую задачу, выполняет необходимые операции 

и выгружает результаты вычислений в выходной файл. 

Анализ задачи включает в себя оценку полноты входной информации на ос-

новании выбранной задачи: восстановление НДС после упрочнения, оценка пере-

распределения полей ОН и упругих деформаций при нагреве и/или расчёт релак-

сации ОН в условиях ползучести. Так, например, для восстановления НДС полого 

цилиндра после процедуры изотропного упрочнения достаточно указать лишь две 

точки эпюры окружной компоненты тензора ОН: 1 – глубина и значение локаль-

ного максимума по модулю: *h  и *σ ; 2 – глубина обнуления эпюры 0h : 
0

0res

h hθσ
=

= . 

Тогда выполнение расчётов по методике, изложенной в главе 2, обеспечит точное 

прохождение кривой (2.26) через эти точки. Если доступно распределение окруж-

ных ОН по глубине поверхностного слоя, то можно решить задачу уточнения па-

раметров аппроксимации (2.26) с целью минимизации отклонения расчётных зна-

чений от экспериментальных. Для этого необходимо задать допустимые пределы 

варьирования двух точек из предыдущей задачи. В случае, когда известны две 

экспериментальные компоненты тензора ОН, можно определить параметр анизо-

тропии α  (см. главу 2). После анализа решаемой задачи класс TExperiment связы-

вает образец с его упругими свойствами (TElast) и параметрами модели ползуче-

сти (TCreep), а после выполнения вычислений согласно заложенным методикам 

выгружает результат, основываясь на заданных параметрах вывода TOutput. 
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Рис. 5.6. Объектная модель расчётного ядра STRELAX 
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 ООП, постулирующий наследование и полиморфизм, позволил избежать 

дублирования в коде. Хорошо структурированный код легко расширяем, удобно 

читаем, и даёт дополнительные знания в плане классификации решаемых задач и 

рассматриваемых элементов конструкций. 

5.4. Решение задач механики анизотропно упрочнённых цилиндрических 

изделий с помощью программного комплекса 

Для наиболее полного описания функционала и принципов работы с про-

граммным комплексом рассмотрим пример решения с помощью STRELAX крае-

вых задач восстановления и расчёта кинетики полей ОН в изотропно упрочнён-

ном поверхностном слое сплошного цилиндрического образца. 

 

Рис. 5.7. Экспериментальная эпюра окружной компоненты тензора ОН res
θσ  сплава ЖС6КП 

после обработки микрошариками 

Рассмотрим обработанный микрошариками сплошной цилиндр из жаропроч-

ного сплава ЖС6КП. Радиус образца для испытаний 3.76=R мм. Образец упроч-

нён при комнатной температуре, а испытывается при 800=T °C. Модуль упруго-

сти при 1 26=T °C для рассматриваемого материала 5
1 2 10= ⋅E МПа, а при 
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2 800=T °C – 5
2 1.492 10= ⋅E МПа. В качестве экспериментально известной инфор-

мации об исходном распределении полей ОН выступает эпюра окружной компо-

ненты тензора ОН (рис. 5.7). По графику определяются координаты двух точек, 

необходимых для идентификации параметров аппроксимации (1.14): 

1) глубина и значение локального максимума по модулю: * 0h = мм и 

* 1030σ = − МПа; 

2) глубина обнуления эпюры 0 0,177=h мм: 
0

0θ =
σ =res

h h
. 

После упрочнения образец нагревается до температуры 800=T °C и подвер-

гается действию продольной растягивающей нагрузки 150=F МПа. В процессе 

испытания происходит релаксация остаточных напряжений, обусловленная тер-

мо-силовым нагружением. 

Итак, на основании имеющихся данных необходимо получить полную кар-

тину НДС образца после упрочнения, в момент приложения температурной 

нагрузки и через некоторые интервалы времени в процессе термоэкспозиции. Вы-

берем следующие точки на временной оси: 50 часов, 100 часов и 200 часов. 

Необходимо ввести имеющуюся информацию в программу. 

Во-первых, нужно занести все параметры геометрии образца, две определя-

ющие точки эпюры окружных напряжений, упругие свойства материала и пара-

метры для расчёта релаксации в условиях ползучести (рис. 5.8). 
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Рис. 5.8. Ввод исходных данных в программном комплексе STRELAX: а – параметры образца и 

эпюры окружной компоненты тензора ОН; б – параметры ползучести 

Во-вторых, нужно оцифровать рисунок 5.7 и внести в табличном виде экспе-

риментальную эпюру окружной компоненты ОН (рис. 5.9). Для этого необходимо 

воспользоваться пунктом главного меню: «Эксперимент→Экспериментальные 

данные». 

а б  

Рис. 5.9. Ввод экспериментальных значений эпюры res
θσ : а – оцифровка графика; б – ввод 

табличных данных в программу STRELAX 

В-третьих, следует задать параметры вывода результатов расчёта, которые 

включают в себя подписи осей, глубины вывода полей ОН и шаги по глубине вы-

вода. 
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Так как имеется экспериментальная эпюра, то можно выбрать режим мини-

мизации среднеквадратичного отклонения расчётных значений от эксперимен-

тальных (рис. 5.10). Для этого необходимо задать допустимые отклонения при ва-

риации глубин и величины локального максимума и точки обнуления эпюры 

окружной компоненты тензора ОН (рис. 5.11). 

 
Рис. 5.10. Выбор режима решения задачи о восстановлении полной картины НДС образца в 

программном комплексе STRELAX 

 
Рис. 5.11. Задание допустимых отклонений и шагов вариации параметров при минимизации 

среднеквадратичного отклонения расчётных значений окружных напряжений от 
экспериментальных в программе STRELAX 

Теперь можно последовательно решить задачи восстановления начального 

НДС, оценки перераспределения полей ОН и упругих деформаций при нагреве и 

расчёта релаксации ОН в условиях ползучести. 
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Для решения первой задачи необходимо выбрать пункт в главном меню 

«Эксперимент →  Восстановить НДС». Появится консольное окно расчётного 

ядра, показывающее процент выполнения запущенной задачи (рис. 5.12). После 

достижения 100% консольное окно закроется, на экран будет выдано сообщение 

об успешном завершении вычислений, управление будет передано клиентской ча-

сти, а в интерфейсе пользователя отобразятся эпюры всех трёх компонент тензора 

ОН, рассчитанные по методике, описанной в главе 2. Посмотреть табличные зна-

чения  рассчитанных компонент, а также увидеть распределение полей остаточ-

ных пластических деформаций можно выгрузив отчёт в формате MS Excel (пункт 

меню «Эксперимент →  Выгрузить в Excel →  Полный отчёт»). 

 
Рис. 5.12. Консольное окно расчётного ядра программы STRELAX в процессе решения краевой 

задачи восстановления НДС образца после упрочнения по частично известной 
экспериментальной информации 

Теперь, имея первоначальное распределение полей ОН и пластических де-

формаций после процедуры упрочнения, можно рассчитать «упругий» скачок при 

нагреве образца. Для этого следует выбрать пункт главного меню «Эксперимент 

→  Рассчитать «упругий» скачок». Эта операция не требует большого количества 

итераций, поэтому никакого дополнительного окна, отражающего процесс вы-

полнения, не появляется. По завершению вычислений будет выведено соответ-

ствующее сообщение, а на графике добавятся перераспределённые эпюры всех 
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трёх компонент тензора ОН (рис. 5.13). В данном эксперименте наблюдается зна-

чительное уменьшение по модулю окружной и осевой компонент (до 20%). Те-

перь полученное с учётом «упругого» скачка НДС можно передать в качестве 

начального распределения полей ОН и деформаций в задачу расчёта релаксации 

напряжений в условиях ползучести. 

 
Рис. 5.13. Вывод перераспределившихся вследствие нагрева полей ОН в интерфейсе 

пользователя программного комплекса STRELAX 

Решение краевой задачи о ползучести изделия выполняется нажатием пункта главного 

меню «Эксперимент →  Рассчитать релаксацию». Эта задача требует значитель-

ного числа итераций по времени и по глубине образца. В частности, в рассматри-

ваемом примере выполняется расчёт релаксации ОН в течение 200 часов с шагом 

по времени 0.001t∆ = часа, что соответствует 52 10⋅  итераций по времени. Про-

цент выполнения запущенной задачи отображается в виде полосы прогресса в 

правом нижнем углу главной формы программы. После завершения вычислений 

выводится соответствующее сообщение, а на главной форме становится доступ-

ным элемент выбора часа, на котором пользователь хочет посмотреть распределе-

ние полей ОН. 
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Расчёт релаксации выполняется с учётом заданной продольной нагрузки. Од-

нако следует отметить, что вывод внутренних напряжений выполняется с учётом 

силовой разгрузки образца. Для просмотра результатов с учётом температурной 

разгрузки, необходимо выбрать пункт главного меню «Эксперимент →  Выпол-

нить температурную разгрузку». 

Результаты расчёта релаксации ОН удобно анализировать в MS Excel. Для 

этого необходимо в главном меню STRELAX выбрать «Эксперимент →  Выгру-

зить в Excel →  Отчёт по релаксации» и указать точки на временной оси, в кото-

рых необходимо выгрузить поля ОН и пластических деформаций (рис. 5.14). В 

рассматриваем примере интерес представляют следующие точки: 0 часов, 50 ча-

сов, 100 часов и 200 часов. Отчёт по релаксации содержит лист с описанием экс-

перимента, а также шесть листов с компонентами тензора ОН и пластических де-

формаций. На рисунке 5.15 показан лист с окружной компонентой тензора ОН. 

Итак, разработанный программный комплекс STRELAX является мощным 

расчётно-аналитическим инструментом, позволяющим решать задачи механики 

анизотропно упрочнённых цилиндрических изделий в условиях ползучести. Весь 

цикл методик, рассматриваемых в данном диссертационном исследовании, реали-

зован и апробирован в виде программных модулей. Эффективно использованы 

мощности ЭВМ для решения задач, требующих большого количества вычисле-

ний, за рационально приемлемое время. Программа оснащена удобным графиче-

ским интерфейсом, делающим её доступной для использования широким кругом 

пользователей. Программный комплекс внесён в реестр программ для ЭВМ и го-

тов к промышленному использованию. 

В заключение отметим, что во всех существующих мощных вычислительных 

комплексах (типа ANSYS) отсутствует блок не только расчёта ползучести по-

верхностно упрочнённых элементов конструкций, но даже не имеется блока вос-

становления НДС после различных процедур поверхностного упрочнения (за ис-

ключением технологии термопластического упрочнения; например, в пакете AN-
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SYS этот модуль имеется). Это связано с математической неразработанностью 

рассматриваемой проблемы вообще и для цилиндрических изделий в частности. 

Поэтому разработанное программное и информационное обеспечение является на 

сегодняшний день единственным продуктом для автоматизации соответствующих 

расчётов. 

 
Рис. 5.14. Выбор точек на временной оси для вывода кинетики полей ОН и пластических 

деформаций в условиях ползучести 

 
Рис. 5.15. Отчёт в формате MS Excel по релаксации ОН, рассчитанной в программном 

комплексе STRELAX: лист с окружной компонентой тензора ОН 

 



 

 

158 

 

Заключение 

Выполненные в рамках диссертационной работы теоретические и приклад-

ные исследования позволяют сформулировать следующие основные научные ре-

зультаты: 

1. Разработан феноменологический метод восстановления остаточных 

напряжений и пластических деформаций в полом цилиндрическом образ-

це с учётом анизотропии поверхностного упрочнения. 

2. Предложены методики идентификации параметров модели для оценки 

напряжённо-деформированного состояния в упрочнённом слое цилиндри-

ческого образца и коэффициента анизотропии упрочнения на основе ча-

стично известной экспериментальной информации. 

3. Выполнена проверка адекватности данных расчёта остаточных напряже-

ний в цилиндрическом изделии для широкого спектра технологий упроч-

нения (гидро- и пневмодробеструйная обработка, обкатка роликом, алмаз-

ное выглаживание), режимов упрочнения, материалов, геометрических 

параметров. Установлено соответствие расчётных и экспериментальных 

данных. 

4. Выполнен анализ влияния параметра анизотропии упрочнения на распре-

деление полей остаточных напряжений в полом и сплошном цилиндре по-

сле процедуры упрочнения. Установлено существенное расслоение эпюр 

окружной и осевой компонент тензора остаточных напряжений при значе-

ниях параметра, отличных от единицы. 

5. Разработан прямой метод решения краевой задачи о ползучести упроч-

нённого полого цилиндра в условиях ползучести при температурно-

силовом нагружении. Выполнен детальный анализ влияния значений си-

ловых и температурных нагрузок на кинетику напряжённо-

деформированного состояния. Выполнена проверка адекватности метода 
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экспериментальным данным для цилиндрического образца из сплава Д16Т 

при 125=T °C в условиях термоэкспозиции (температурная выдержка без 

растягивающих нагрузок). 

6. Выполнены теоретические и экспериментальные исследования по влия-

нию растягивающей нагрузки на скорость релаксации остаточных напря-

жений вследствие ползучести в сплошных цилиндрических образцах из 

сплава ЖС6КП при 800=T °C. Установлено, что скорость релаксации в 

поверхностно упрочнённом слое цилиндрического изделия при действии 

растягивающей нагрузки в условиях ползучести носит «немонотонный» 

характер в зависимости от величины растягивающей нагрузки и её дли-

тельности. В частности, увеличение нагрузки может замедлять скорость 

релаксации остаточных напряжений. Установлено соответствие расчётных 

и экспериментальных данных для полей остаточных напряжений в раз-

личные временные сечения для всех режимов нагружения. 

7. Разработан программный комплекс, позволяющий решать краевые задачи 

механики упрочнённых цилиндрических изделий и реализующий все раз-

работанные методики. 
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Приложение 1 

Точное численное решение задачи о релаксации напряжений  

в упрочнённом сплошном цилиндре при ползучести 

Рассмотрим находящийся под действием растягивающей продольной силы 

( )F t  сплошной цилиндрический образец радиуса a , в поверхностном слое кото-

рого наведены поля остаточных напряжений и пластических деформаций в усло-

виях ползучести материала. 

Постановка краевой задачи в любой момент времени t  включает: 

– уравнения равновесия 

( , )
( , ) ( , )θ

σ + σ = σr
r

d r t
r r t r t

dr
; (П.1) 

0

( )
( , )

2
σ =

π∫
a

z
F t

r t rdr , (П.2) 

где ( , )σr r t , ( , )θσ r t , ( , )σz r t  – радиальная, окружная и осевая компоненты тензора 

напряжений в цилиндре соответственно; 

– уравнение совместности деформаций 

( , )
( , ) ( , )θ

θ
ε

+ ε = εr
d r t

r r t r t
dr

, (П.3) 

где ( , )εr r t , ( , )θε r t  – радиальная и окружная компоненты тензора полных дефор-

маций; 

– гипотезу плоских сечений: 

*( , ) ( )ε = εz zr t t , (П.4) 

где ( , )εz r t   осевая компонента тензора полных деформаций; 

– краевые условия 

0
( , ) 0=σ =r r
r t . (П.5) 



 

 

182 

 

Главные компоненты тензора полной деформации цилиндрического образца 

0εi  ( , ,≡ θi r z ), приобретённой в результате упрочняющей обработки, представим в 

следующем виде: 

( ) ( ) ( )0 0ε = +i i ir e r q r , (П.6) 

где ( )0
ie r  и ( )iq r  ( , ,≡ θi r z ) – главные компоненты тензора упругих деформаций 

и тензора пластических деформаций соответственно. 

Сформулируем начальные условия. Непосредственно после упрочнения (в 

момент времени 0 0= −t ) напряжённо-деформированное состояние цилиндра 

описывается напряжениями ( )σres
i r  ( , , )≡ θi r z  и соотношениями для деформаций, 

следующими из (П.6) и закона Гука: 

( )
( )
( )

0

0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

θ

θ θ θ

θ

 ε = σ − µ σ + σ +
 
 ε = σ − µ σ + σ +
 
 ε = σ − µ σ + σ +
 

res res res
r r z r

res res res
r z

res res res
z z r z

r r r r E q r

r r r r E q r

r r r r E q r

 

Пусть в момент времени 0 0= +t  к цилиндру приложена продольная растя-

гивающая сила 2
0 0= σ πzF a  ( 0σz  – осевое напряжение). В этом случае происходит 

«упругий» скачок осевых напряжений: 

0( ,0 0) ( )σ + = σ + σres
z z zr r  (П.7) 

и как следствие – скачок деформаций: 

( )
( )

( )

0

0

0

( ,0 0) ( ) ( ) ( ,0 0) ( ),

( ,0 0) ( ) ( ) ( ,0 0) ( ),

( ,0 0) ( ,0 0) ( ) ( ) ( ).

θ

θ θ θ

θ

 ε + = σ − µ σ + σ + +
 
 ε + = σ − µ σ + σ + +
 
 ε + = σ + − µ σ + σ +
 

res res res
r r z r

res res res
r z

res res res
z z r z

r r r r E q r

r r r r E q r

r r r r E q r

 (П.8) 

Соотношения (П.7), (П.8), задающие исходное напряжённо-деформированное 

состояние цилиндра после поверхностного пластического деформирования и 

нагружения цилиндра продольной растягивающей силой, являются начальными 

данными краевой задачи. 
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Уравнения (П.3)–(П.8) замыкаются определяющими соотношениями в диф-

ференциальной форме, связывающими компоненты тензоров деформаций ползу-

чести и напряжений (нагрузка 0F  такова, что дополнительные пластические де-

формации в сечении цилиндра не возникают). 

В цилиндре, в котором наведены поля пластических деформаций, компонен-

ты тензора полной деформации в любой момент времени t  представляются в виде 

суммы 

( , ) ( , ) ( ) ( , )ε = + +i i i ir t e r t q r p r t ,   ( , , )≡ θi r z , (П.9) 

где ( , )ip r t  – деформация ползучести, рассчитываемая по любой теории ползуче-

сти, адекватно описывающей соответствующие экспериментальные данные. 

При высоких температурах и нагрузке в упрочнённом цилиндрическом об-

разце происходит перераспределение (релаксация) наведённых остаточных 

напряжений за счёт деформации ползучести. Для того чтобы описать процесс ре-

лаксации, систему уравнений (П.1)–(П.9) необходимо разрешить относительно 

напряжений ( , )σres
i r t  ( , , )≡ θi r z , что и является целью дальнейшего исследования. 

Для осевой компоненты εz  из (П.4) и (П.9) получаем 

*( , ) ( ) ( , ) ( )+ + = εz z z ze r t q r p r t t . (П.10) 

Запишем закон Гука для упругих деформаций: 

( )0( , ) ( ) ( ) ( ,0 0)θ = σ − µ σ + σ +
 

res res res
r r ze r t r r r E ; (П.11) 

( )0( , ) ( ) ( ) ( ,0 0)θ θ = σ − µ σ + σ +
 

res res res
r ze r t r r r E ; (П.12) 

( )0( , ) ( ,0 0) ( ) ( )θ = σ + − µ σ + σ
 

res res res
z z re r t r r r E . (П.13) 

Учитывая (П.13), из (П.10) находим 

( ) *( ) ( ) ( ,0 0) ( ) ( , ) ( )θ σ − µ σ + σ + + + = ε
 

res res res
z r z z zr r r E q r p r t t , 

откуда следует 
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( )*( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )θ σ = ε − − + µ σ + σ z z z z rr t t q r p r t E r t r t . (П.14) 

Вычитая из (П.11) уравнение (П.12), исключим компоненту σz: 

[ ]( , ) ( , ) (1 ) ( , ) ( , )θ θ− = + µ σ − σr re r t e r t r t r t E . (П.15) 

С учётом уравнения (П.1) соотношение (П.15) принимает вид 

( , )(1 )
( , ) ( , )θ

σ+ µ  − = −  
 

r
r

d r t
e r t e r t r

E dr
. (П.16) 

Продифференцируем соотношение (П.12) по r : 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )1θ θσ σ σ  = − µ +  
  

r zde r t d r t d r t d r t

dr E dr dr dr
. (П.17) 

Здесь и далее переменная t  является параметром, поэтому в преобразованиях 

используется оператор полной производной по переменной r . 

Дифференцируя (П.14) по переменной r  с учётом условия * ( ) 0ε =zd t dr  и 

подставляя полученное соотношение в (П.17), находим 

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )1
(1 )

1
θ θσ σ + µ µ  = − µ − µ + +  + µ   

r z zde r t d r t d r t dq r dp r tE

dr E dr dr dr dr
. (П.18) 

Из уравнений (П.1), (П.12) следует 

2

2

( , ) ( , ) ( , )
2θσ σ σ= +r rd r t d r t d r t

r
dr dr dr

. (П.19) 

С использованием (П.19) исключим из (П.18) величину θσd dr : 

2

2

( , ) ( , ) ( , )1
(1 ) (2 3 )

( ) ( , )
.

1

θ  σ σ+ µ= − µ + − µ +


µ  + + + µ  

r r

z z

de r t d r t d r t
r

dr E drdr

dq r dp r tE

dr dr

 (П.20) 

С учётом (П.9), (П.16) уравнение (П.3) преобразуем к виду 
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( )

( )

( , ) ( , )1
( ) ( )

( ) ( , )
( , ) ( , ) .

θ
θ

θ θ
θ

σ+ µ  = − + − + 
 

 + − − + 
 

r
r

r

de r t d r t
r r q r q r

dr E dr
dq r dp r t

p r t p r t r
dr dr

 (П.21) 

Подставляя (П.20) в (П.21), с учётом θ= αzq q , (1 )θ= − + αrq q  получаем 

обыкновенное дифференциальное уравнение относительно σr : 

2
2

2

( , ) ( , )
3 ( , )

σ σ+ =r rd r t d r t
r r g r t

drdr
 (П.22) 

с граничными условиями 

( , ) 0=σ =r r a
r t ,   

0

( , )
lim 0
→

σ
=r

r

d r t

dr
. (П.23) 

Здесь 

2

2
( , ) ( ) ( , ) ( , )

11
( , ) ( , ) ( )

(1 ) .
1

θ

θ

+ α= + − − + α− µ 
 − + µ + + αµ  + α  

r r

z r

E
g r t q r p r t p r t

dp r t dp r t dq rr
r

dr dr dr

 

С учётом (П.23) решение (П.22) записывается следующим образом: 

3
0

1
( , ) ( , )

ξ 
 σ = − η η η ξ
 ξ
 

∫ ∫
a

r

r

r t g t d d . (П.24) 

Зная σr , из (П.12) определяем θσ : 

( , )
( , ) ( , )θ

σσ = σ + r
r

d r t
r t r t r

dr
. (П.25) 

Для определения ( , )σz r t  по формуле (П.14) необходимо знать величину 

* ( )εz t . Подставляя (П.14) в (П.3), получаем уравнение относительно * ( )εz t , из ко-

торого следует, что 

( )*
0 2

0

1 2
( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )θ

µ ε = σ + + − σ + σ 
 ∫

a

z z z z rt q r p r t r t r t rdr
E Ea

. 
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Зная * ( )εz t , из (П.14) находим σz: 

[ ]*( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )θ σ = ε − − + µ σ + σ z z z z rr t q r p r t E r t r t . (П.26) 

Таким образом, соотношения (П.24)–(П.26) позволяют определить кинетику 

напряжений в цилиндрическом образце при ползучести, причём ( ,0) ( )σ = σres
i ir r , 

поскольку ( ,0) 0=ip r  ( , , )≡ θi r z . 

При 0>t  деформации ползучести ( , )ip r t  ( , , )≡ θi r z  рассчитываются по 

напряжениям ( , )σi r t  в соответствии с выбранной теорией ползучести. 
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Приложение 2 

Метод колец и полосок для определения остаточных напряжений  

в упрочнённом цилиндрическом образце 

Рассмотрим цилиндрический образец, в поверхностном слое которого наве-

дены поля остаточных напряжений. Для определения этих напряжений в области 

сжатия деталь предварительно рассверливается и растачивается до толщины 

стенки  1,1–1,2 мм  (D1= 10мм), 1,4–1,6 (D1 = 15мм), 2,3–2,5 (D1 = 25мм), 2,5–2,7 

(D1 = 40мм), 2,8–3,0 (D1 = 50 мм), где D1 – наружный диаметр детали (образца). 

Дополнительные осевые  ∂σz   и окружные  θ ∂σ  остаточные напряжения за счёт 

расточки определяются по формулам работы [9]: 

2
( ),

1
∂ ∂ θ ∂σ = ε + µε

− µz z
E

 

2
( ),

1
θ ∂ θ ∂ ∂σ = ε + µε

− µ z
E

 

(П.27) 

где E  – модуль Юнга, µ  – коэффициент Пуассона, ∂εz , θ ∂ε  – деформации цилин-

дра на внешней поверхности в осевом и окружном направлениях соответственно в 

результате расточки, измеренные тензорезисторами. 

Из полученных втулок вырезаются кольца и полоски (рис. П.2), производится 

измерение прогиба полосок f(0) (рис. П.3), затем измеряется расхождение концов 

колец после разрезки ∆(0) (рис. П.4, а), по которому определяется изменение 

диаметра 

∆σ =
π
(0)

(0) . (П.28) 

Далее производится удаление слоёв колец и измерение диаметра ( )δ a  (рис. 

П.4, б). При удалении слоёв полосок измеряются их прогибы f(a) по схеме рис. 

П.1. Удаление слоёв  полосок, колец и измерение возникающих при этом переме-

щений производилось с помощью специального приспособления (рис. П.3). 
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Рис. П.1. Схема измерения прогибов детали после удаления части цилиндрической поверхности 

 

а 

 

б 

Рис. П.2. Кольцо (а) и полоска (б), вырезанные из втулки 

Остаточные напряжения втулки определяются по формулам [32]: 

2

2

2 2

1 ( ) ( )
2

2 3

4 ( ) 2
( ) ( ) ( ) ;

3 3

θ
σ − σ σ − µσ = − − + 

 

−+ σ − σ σ ξ ξ∫

в в
z

a

o

E (0) h E h a d a
a

D daD

E h a E
a a d

D D

 (П.29) 

2

8 ( )
( ) ( ) ( )

(2 sin )
2

θ
 σ − µσ = + α  − α

в в
z

н н c

E dI(0) df a
a a f a I(0)

da dal R R R
, (П.30) 

где D – средний диаметр кольца, h – толщина стенки кольца, a – расстояние от 

наружной поверхности втулки до слоя, в котором вычисляли остаточное напря-
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жение, ξ  – расстояние от наружной поверхности до текущего слоя, 

3 3

2 2

4sin
2

3

α
−

=
α −

н в
c

н в

R R
R

R R
 – радиус центра тяжести поперечного сечения  полоски, 

23 3
4 4

2 3

8sin ( )sin 2( ) ( )
8 ( )

α
 − −α + α   = − − −  α  − − 

н в

н в

н в

R a R
I a R a R

R a R
 – момент инерции по-

перечного сечения полоски относительно нейтральной оси. 

Окончательные формулы для определения осевых ( )σz a  и ( )σв a окружных 

остаточных напряжений в гладких цилиндрических деталях имеют следующий 

вид: 

2

2

1
( ) ( ) ( ) ,

1
1

( ) ( ) ( ) ,
1

θ ∂

θ θ θ ∂

 σ = σ + µσ − σ − µ

 σ = σ + µσ − σ − µ

в в
z z n к z

в в
к z n

a a a

a a a
 

где ( ) ( ) ( )θσ = σ − µσв в в
z n za a a , ( ) ( ) ( )θ θσ = σ − µσв в в

n za a a  определяются по формулам 

(П.29) и (П.30), а ∂σz , θ ∂σ  – по формуле (П.28). 

 

Рис. П.3. Схема измерения прогиба полоски f(0) после вырезки 
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Рис. П.4. Схема измерения перемещений кольца: a – после  разрезки, б – после разрезки и 

удаления слоя толщиной a 
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Приложение 3 

Свидетельства о государственной регистрации программ для ЭВМ 

 
Рис. П.5. Свидетельство о государственной регистрации программы для ЭВМ STRELAX № 

2013619758 от 14 октября 2013г 
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Рис. П.6. Свидетельство о государственной регистрации программы для ЭВМ T-jump № 

2014614005 от 14 апреля 2014г 
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Приложение 4 

Акт о внедрении результатов диссертационной  

работы в учебный процесс 

 

 
Рис. П.7. Акт об использовании результатов диссертационной работы в учебном процессе 

ФГБОУ ВПО «СамГТУ» 


